Master de Physique M1, Mécanique Quantique
TD 6 : Matrices de rotation

Exercice 1

Ecrire dans la base ) des états propres de S, la
matrice de rotation d’un spin 1/2 correspondant a un
angle ¢ autour de Oz. Méme question pour un angle
« autour de Oy.

Exercice 2

Ecrire dans la base {| + 1), [0), | — 1)} des états
propres de S, la matrice de rotation d’un spin 1 cor-
respondant a un angle ¢ autour de Oz. Retrouver le
résultat en considérant ce spin 1 comme résultant de
la composition de deux spins 1/2. M&mes questions
pour un angle « autour de Oy.

Exercice 3
La rotation R d’un systéme peut étre paramétrée a

I’aide des angles d’Euler «, 8 et . Dans ce cas 13,
I’opérateur rotation s’écrit :
D(R) = D(a, 8,7) =
exp(—iaJ, /h) exp(—ifJ,/h) exp(—ivJ,/h),

ou .J est le moment angulaire total du systéme. On
définit les matrices de rotation :

DJ (. B,7) = (jm|D(a, B,7)|jm’)
et les matrices de rotation réduites :
dznm’ (/8) - mm’( ﬂ’ )

1) Soit a ’ensemble des valeurs propres des opéra-
teurs qui commutent avec .JJ. Montrer que I’on a :

<ajm|D(a, 6) 7)|al.j/m/> = 6aa’djj'Dan/(aa 67 ’7)

ol les états {|ajm)} sont supposés étre normalisés.
En déduire :

a, B,7)lagm’)

ZD

R)|ajm) =

puis :

Yim (R (7)) ZDmmaﬁw Vi (7)

2) Montrer que les matrices de rotation sont uni-
taires.
3) Montrer par récurrence que :

(Gml(J,)"gm') = (G —m'|(J,)"]F —m)
puis, en utilisant une rotation de 7 autour de I’axe
z:

By (=B) = (=1)" "], (B)

En déduire la relation :

ﬁ 7) ( l)m mD]_m ,n/(aaﬁaq/)

mm (

4) En utilisant le fait qu’un vecteur unitaire d’angle
(0, ¢) s’obtient par rotation du vecteur unitaire porté
par I’axe Oz, montrer que, pour ¢ arbitraire :

20+1
4

i (0,0) = Dy (6,0, 9)

5) En appliquant la mé&me rotation a 2 systemes indépendants, montrer que :

DJ’I”Iil’I’I’L 1 (R)Dﬁzm 2<R) =
gmm/
_ y J1
- Z (2j3+1) ( my
Jjamam/'s

6) En déduire la relation :

ma

Z (jimay, jama|jm) (jim'1, jom's|jm’YD? (R)

J2 J3
ms

Ji J2 Js3 ]
) ( m'y m'y m's )D mams ()

Vi (0:6) Vigms (6,6) = S \/ (2L + 1)(212; DE+D)
lm

Lh o 1
m; Mg m



Exercice 4
1) Pour un spin 1/2, dans la représentation habituelle, montrer que si P = (1 +i0,)/ V2,

P l=(1—io,)/V2

2) Quelle est I’interprétation physique de P ?

3) Montrer que oy = Po, P~ 1.

4) En déduire une relation entre les opérateurs de rotation autour de Oy et autour de Oz.
5) En déduire les éléments de la matrice de rotation d/> (9).

mm/

6) Quelle autre méthode aurait-on pu utiliser pour calculer cette matrice ?



