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MQ TD-10 Évolution en temps

Exercice 1 : RMN
Certaines questions de cet exercice ont déjà été trai-
tées au TD #1.
1. On considère un moment magnétique classique ~µ.
À l’approximation gyroscopique, le vecteur rota-
tion, le moment cinétique ~j et le moment magné-
tique ~µ sont proportionnels, avec ~µ = γ~j. Montrer
que la dynamique dans un champ ~B0 uniforme et
constant est donnée par

~̇µ = γ ~µ× ~B0 ,

et décrire le mouvement correspondant de l’extré-
mité de ~µ.
2. On ajoute un champ ~B1(t) perpendiculaire à ~B0,
de module constant, mais tournant avec une pulsa-
tion ω1. Dans une base adaptée, le champ total est
donc ~B = {B1 cos(ω1 t), B1 sin(ω1 t), B0}.
Écrire l’équation différentielle gouvernant l’évolu-
tion de ~µ.
Écrire (d~µ/dt)1 dans le référentiel tournant
avec ~B1.
En déduire le mouvement de l’extrémité de ~µ.
3. On veut évaluer 〈~µ(t)〉 par la mécanique quan-
tique en représentation d’Heisenberg. L’hamiltonien
est H = −~µ. ~B. Montrer que 〈~µ(t)〉 obéit à la même
équation d’évolution qu’en mécanique classique.
4. On veut établir directement l’évolution d’un état

ψ(t) = a+(t) |+〉+ a−(t) |−〉 ,

en partant de i h̄ ψ = H ψ avec le H précédent, ~B
précédent avec sa composante fixe et sa composante
tournante et µ = γ h̄ ~σ/2, où les σ sont les matrices
de Pauli habituelles.
Écrire les équations couplées reliant ȧ±(t) aux fonc-
tions a±(t). Montrer qu’un changement de fonction
b±(t) = exp(±i ω t) a±(t) avec ω bien choisi per-
met de se ramener à un système d’équations à coef-
ficient constants.
Résoudre ce système, et en déduire la probabilité
P+− pour qu’un état initial pur |+〉 soit mesuré à
l’instant t dans l’état |−〉.
Exercice 2 : Traitement approché
L’hamiltonien H , indépendant du temps, pos-
sède des états propres non dégénérés, d’énergie

Ek = h̄ ωk et de fonction d’onde ϕk à t =
0, avec 〈ϕk|ϕ`〉 = δk,`, qui évolue en Φk =
ϕk exp(−i ωk t). On se concentre désormais sur
l’évolution d’un état qui est ϕ0 au temps t = 0, mais
subit non pas H mais H +W , où W (t) est une per-
turbation dépendante ou indépendante du temps. On
cherche la solution sous la forme

Ψ =
∑
k

ak(t) Φk(t)

Montrer que

ȧ` = − i
h̄

∑
k

ak 〈ϕ`|W |ϕk〉 exp(−i(ωk − ω`)t)

Résoudre ces équations en faisant l’approximation
de remplacer dans le membre de droite ak →
ak(0) = δk0. Discuter de la validité de cette ap-
proximation.
Montrer que pour ` 6= 0,

a`(t) '
1

i h̄

∫ t

0

W`0 exp(i ωk0 t
′) dt′ ,

où ωij = ωi − ωj .
Montrer que si W est indépendant du temps, la pro-
babilité de transition vers l’état ` est

P0→` =
|W`0|2

h̄2
sin2(ωl0t/2)

(ωl0/2)2
,

En s’appuyant sur∫ +∞

−∞
sin2 x/x2 da = π ,

montrer que

lim
t→∞

sin2(α t)/α2 = π t δ(α) ,

et en déduire que la probabilité de transition par
unité de temps tend vers

w`0 =
2π

h̄
|W`0|2 δ(E` − E0) .

Commentaire.
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