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1 Introduction

Le but de cours est double : maintenir un peu d’entrainenmesmd tb maniement des raisonnements et
des calculs mathématiques, et par les exemples choisisjifouelques outils pour les cours de physique
et de chimie.

Ce document n’est proposé que pour permettre aux étudiarssidre, sans craindre de rater la saisie
écrite d’'informations cruciales. Il ne saurait, bien-siualiser avec un livre de méthodes mathématiques
pour la physique, fruit d'un enseignement de plusieurs esngmendé par les remarques des collegues,
les questions de étudiants et les conseils d’un éditeurs [ouvons recommander [3, 6], entre beaucoup
d’autres.

Je remercie particulierement mes collegues Karim BenmasteXiavier Riedinger pour avoir signalé
des coquilles et maladresses dans les versions antérgmuoesdocument.

2 Transformée de Laplace

2.1 Motivation

Prenons le cas d'une fonction du temg$t), définie pourt > 0, et analysons sa dépendance par
rapport & par sa valeur cumulée entte= 0 ett — oo, pondérée avec la fonctianp(—pt). Le résultat
dépendra donc de L'exemple ci-dessous part d’'une fonction nulletde 0 at = 1, puis valantl jusqu’a
la fin. C’est la fonction “pas”, dénotée(¢ — 1) plus loin. Voir Fig. 1. Les valeurs depetites donneront de
'importance a la région oyf = 1, tandis quep grand privilégiera les valeurs = 0. Le résultat (a droite),
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FIGURE 1 — Fonction pas (gauche) et sa transformée de Laplacedjroit

qui correspond exactement & la fonctism(p) /p. Noter que nous n’avons pas pris une moyenne pondérée
par la fonction poidexp(—pt), ce qui nous aurait amené a introduire un facteur de norateiisp.

L'un des intéréts de la transformation de Laplace (TL) esedeplacer des variations brusques par des
variations plus régulieres, dont le maniement demandesrdgrprécautions.

2.2 Définition

Soit f(t) une fonction définie pour > 0. Sa transformée de Laplace (TL) est

+o00o
mm:A F(t) exp(—pt) dt (2.1)

ce qui suppose la convergence de l'intégrale aux deux bblais I'expression obtenue powrgrand et
positif, ce qui facilite cette convergence quane oo, peut souvent étre prolongée pour d’autres valeurs de
p réelles ou complexes. Pour la borne inférieure, par amitiicip d’un chapitre ultérieur, on peut considérer
que l'intervalle est en fait—e, +oo[, avece > 0, dans la limitec — 0, pour pouvoir inclure un “pic delta”
at=0.



TABLE 1 — Quelques transformées de Laplacé@g f(¢) eng(s). On note aussj = L(f).

f(t) pour t >0 L£(©O f)
i 1
s
eat 1
s—a
|
¢ S:j(n:o,l,...)
sin at %
s“ 4+ a
cosat %
s“+a
sinh at =2 i pe
cosh at 2 i 2
e*G,S
Ot —a) .
o(t—a) e *
f'(@) sg(s) — f(0)
(@) 5% g(s) — s f(0) — f'(0)
Jo f(u)du g(s)/s

2.3 Exemples

La table 1, non exhaustive, donne quelques TL.

2.4 Quelques propriétés

Linéarité Sig; estla TL def; et si les coefficients; sont constants, alots g, + . ..a,g, +--- estla
TL de la méme combinaison dgs

Changement d’échelle g(p/a)/a estla TL def(at).
Multiplication par exp(—at) La TL devientg(p + ).

Multiplication par t™ En dérivant la définition par rapporipace qui est permis si on a une convergence
uniforme, on montre que la TL de-t)™ f(t) est la dérivég (™ (p).

Transformée des dérivées Ce résultat est essentiel pour I'application aux équatibfiérentielles. En
intégrant par parties,

+oo
/0 F(t) exp(—pt) dt = pg(p) — £(0) 22)

et plus généralement

+o00
/O F @) exp(=pt)dt = p"g(p) = p" 1 f(0) = p" 2 f'(0) = - = f7D(0) . (23)
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Transformée d’une primitive  Inversement, sF'(t) est la primitive def (¢) qui s’annule ert = 0, sa TL
estG(p) = g(p)/p-

Convolution Considérons le produit de convolution (commutatif, limégiar rapport a chaque argument)

) £ = (R )0 = [ R@p(e =) du. (2.4)

La TL est
+o0o

g9(p) = /

0

exp(—pt)dt [ fi(u)alt — u) du =
0

+oo +oo
/ £1.(u) exp(—pu) du / folt — ) expl—p(t — w)] dt
0 u

FIGURE 2 — Domaine L, ., ,
d'intégration pour la trans- OY le balayage de la zone a été réorganisé. Un changementialelera —
formée de Laplace d'unel x donne le résultat

convolution 9(p) = 91(p) 92(p) - (2.5)

Valeurs limites On vérifiera sur quelques exemples et essaiera de justifitace plus générale les
limites

F(07) = lim pg(p), (2.:6)
et
Jim f(t) = lim pg(p) . (2.7)

2.5 Transformée inverse

Pour calculer la transformée de Fourier inverse (TLI), isexune formule qui consiste a intégrer dans
un parcours du plan complexe
1 c+i00
ft) =5 / exp(pt)g(p) dp . (2.8)
T Je—ioco
On pourra la démontrer plus tard en utilisant la relationmialte entre transformées de Laplace et de
Fourier. Le résultat est indépendant du réegui doit étre, dans le plan complexe, a droite de toutes les
singularités de(p).

Le plus simple est de lire a I'envers la table 1 et ses vergiuss complétes, en utilisant la linéarité.
Pour les calculs courants, avec des exponentielles et detsdfos trigonométriques, comme dans I'exemple
ci-dessous, on aura besoin d’'un peu de dextérité dans langésition en éléments simples des fractions
rationnelles.

Par exemple, quelle est la TLI dép) = 1/(p* + p + 1) ? Le résultat devrait étre réel, mais il peut
s’avérer plus simple d'utiliser des complexes. On part dilzomposition

1 1 1 1
9(p) pPP+p+1 i3 LO—J p—ﬁ} (2-9)

pour obtenir

1 2
t)= — it) — exp(j2t)] = —= exp(—t/2) sin(v/3t/2) . 2.10
f(t) Ve lexp(jt) — exp(j*t)] 7 xp(—t/2) sin(v31/2) (2.10)
Pour rester dans le domaine réel, une variante consistedred@ fonction comme
1
R — 2.11
9w = TR e (211)

La TLI de 1/(p? + 3/4) est(2/+/3) sin(v/3t/2). On a vu que la transformatign— p + a correspond a
un facteurexp(—at). Aveca = 1/2, on retrouve bien le résultat (2.11).



2.6 Application aux oscillateurs linéaires

Pour un oscillateur libre, non amorti, I'équation du mouesrpar rapport a la position d’équilibre est
i(t) +a’z(t) =0, (2.12)

oluia? est le rapport de la raideur a la masse. Si on cherche lg(p)Let utilise la linéarité et les résultats

sur les dérivées, on obtient

pxo + o
= — 2.13
y(p) a2 (2.13)

et en lisant a I'envers la table 1 on retrouve le résultasalae
x(t) = xo cos(at) + (£o/a) sin(at) . (2.14)

Pour un oscillateur amorti, I'équation deviehat$¥ 0 est la moitié du coefficient de frottement divisé
par la masse)
B(t) +2ba(t) +a’x(t) =0. (2.15)

L'équation caractéristique ne s'impose pas (mais elle adalure dans les manuels de L1 ou équivalent),
car il suffit de réécrire

u(t) = exp(bt) z(t) , i(t) + (a® — bH)u(t) =0, (2.16)

et de discuter la solution selon le signeade— v°.

LaTL est ( 2)
p+ To + To
=7, 2.17
y(p) p2 4+ 2bp + a? ( )
ou I'on retrouve I'équation caractéristique quand il stadg décomposer en éléments simples. Mais on
peut simplement réécrire
(p + b).’L‘o +baxg + o

prbPrad B

Supposons 'amortissement fort, stit> a2. La translatiorp — p + b donne un facteur exponentiel. Pour
le reste, il suffit de lire la table a I'envers pour déduire

y(p) = (2.18)

x(t) = exp(—bt) {x'o cosh(v/b2 — a2 t) + (bxg + i) sinh(v/b2 — a2 t)/v/b% — CLQ] . (2.19)

et, bien-sr, une expression analogue®si> b2.
Considérons enfin la présence d’une excitation sinuso@kdgieure, soit une équation

B(t) +2ba(t) + a’x(t) = geos(ct) . (2.20)

La TL est maintenant donnée par

(p* 4 2bp + a®)y(p) = (p + 2b)xo + 2o + (2.21)

_9
p2 + C2 :
La décomposition en éléments simples fait apparaitre deeseenl /(p® + 2bp + a?), qui contiennent
ety et sont donc responsables du régime transitoire dépendarttathditions initiales. Il y a aussi dans
y(o) des termes ep/(p? + ¢?) et enc/(p? + ¢2) dont les coefficients sont indépendantsigest i, et
décrivent un régime stationnaire indépendant des condifiutiales, avec pout(t) une combinaison de
cos(ct) etsin(ct) qui permettent de retrouver les résultats classiquesamplitude et la phase du régime
permanent, le phénomeéne de résonance, etc.



2.7 Courbe tautochrone

C’est un probléme classique, qui a une importance histo-
y rique. On pourra consulter le probléme voisin de la “brachis
A B tochrone”. Imaginons une bague ponctuelle qui coulisse san
frottement le long d’un fil de fedO B, ou bien un petit pa-
let qui évolue sans frottement le long de la glissié@ B.
~_ Pour une pente douce, la période croit avec I'amplituder Pou
0) Z  un profil trés raide commg o z*, la période paradoxale-
mentdiminuequand I'amplitude augmente, car le handicap
dd a 'augmentation du trajet est plus que compensé par la
FIGURE 3 — Trajectoire dans un champ deitesse acquise pour aborder la partie plane pres du pbint
gravitation uniforme La question est de déterminer quel profil donne une période
strictement indépendante de I'amplitude, dans un champ de
gravitation constant.
Soit s I'abscisse curviligne. le bilan d’énergie est

ms? /2 + mgy = mgyo . (2.22)
Une solution empirique consiste a remarquer quegj = ks?/2, on obtient
mé? + ks = ks . (2.23)

formellement identique a la conservation de I'énergie pouoscillateur linéaire, a part la signification
géométrique de la variabke On obtient une solutior(t) = s¢ cos(wt + ¢), avec une pulsation constante

w=/k/m.

Il reste a résoudre I'équatiort = (2mg/k)y = 4ay reliant 'abscisse curviligne a I'ordonnge On a

dy/ds = s/(2a), etdonc
dz s2
s Vi aae (2.24)
dz

= 4a cos*a=2all +cos(2a)], (2.25)

soit, si on pose = 2a sin(«),

et finalement
x = ala+ sin(2a) /2] y=asin®a, (2.26)

c’est-a-dire uneycloide
Maintenant si on doute quex s? soit la seule solution, on peut repartir de I'équation deat&(®.22)
pour calculer le temps pour aller dea B, soit un quart de la périodE, qui dépendh priori de I'amplitude

verticaleyq.
T (yo) w ds

= _ . (2.27)
4 0 v29(yo —y)
Posonsls = f(y) dy, ou la fonction inconnug caractérise la courbe. La période devient
Yo d
T(yo) = fy)dy (2.28)

o V29w —y)

En utilisant le théoréme sur la TL des convolutions et ledait la TL dey—'/2 esty/7/p, on obtient la
TL de T(yo)

sy 2V f(p)
= ) 2.29
T(p) NG (2.29)
Donc siT'(y,) est une constantg,, de TLTy/p, la TL f(p) de f(y) doit étre
o TovT 1
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et donc par inversion
TO\/§ 1
2.31

et par intégrations oc ,/y. On retrouve la cycloide comme solution unique.

2.8 Equation de la chaleur

La propagation de la chaleur a suscité beaucoup de travatotifues sur les équations aux dérivées
partielles. Elle résulte d'un bilan local d’énergie et déoiade Newton et Fourier, qui stipule que le flux de
chaleur est proportionnel au gradient de la températures @acas unidimensionnel, elle s’écrit

ou _ o
at ~ “os2

ou a est le rapport de la conductibilité thermique & la capacitérdique par unité de volume, e{z, t)
I'excés de température par rapport a un point de référeriest Gne équation linéaire, ce qui permet de
superposer des solutions particulieéres pour s’adaptes aafalitions limites.

Les cas les plus faciles sont :

(2.32)

Passage a travers un mur Pour une piéce chauffée et protégée du froid par un mur honeod/épais-
seurb, on obtient comme régime stationnaire

ug pourz <0,
w(z,t) = ug(l —x/b) pourd <z <b, (2.33)
0 pourz >b.

Variations diurnes La valeur moyenne de la température est 0 dans le demi-espace > 0. Au
niveau du solgz = 0, une variation sinusoidale est imposée, qui simule I'aeffejour et de la nuit. On
cherche comment ces modulations se propagent et s’anenittidans le sol supposé homogene, et repro-
duire ainsi la fraicheur des grottes en été, leur tiédeurvar,tet le réle des bonnes caves pour protéger les
grands crus. On doit donc résoudre (2.32) avew, t) = 0 etu(0,t) = ug cos(wt).

Le régime transitoire est délicat, mais le régime permapent s’obtenir en cherchant une solution
complexe (dont la partie réelle est la solution physique)

u(x,t) = ug exp(iwt + kx) , (2.34)

ou k est complexe, pour décrire simultanément le changementpiiude par sa partie réelle et la pro-
pagation par la partie imaginaire. En reportant, on trotégulationak? = iw. Seule la solutiork =
—+/w/a(1 + i)/+/2 donne un amortissement et une propagation causale. Ay total

u(z,t) = ug cos(wt — xy/w/(2a)) exp(—z+v/w/(2a)) . (2.35)

Le fait le plus marquant par rapport aux ondes mécaniqueteotr@magnétiques, outre I'amortissement,
est que la vitesse de propagation dépend de la pulsatioar 8kpmple, on superpose dans un modele des
variations diurnes et annuelles, avec un maximum commut jeiBet & 14 heures au niveau du sol, les
deux effets ne sont plus synchronisés en profondeur. Hi;diie les variations saisonniéres sont moins
amorties.

Choc thermique La réponse d’'une barre infinie a un échelon de températuresgetraiter par des
considérations dimensionnelles : on cherche une fonctan ¢at et on transforme (2.32) en une équation
différentielle pour cette fonction. Pour une barre infirga, effet, la seule quantité dont on dispose est la
constantea de dimensionZ? /T, qui peut se comparer & /t. Une autre justification du choix d’une
fonction dex/+/at est I'allure intuitive des solutions (Fig. 4)



Mais cette méthode ne peut se généraliser a des situatiensglifficiles, par exemple une barre finie.
Nous allons exposer une méthode basée sur la transforntitibaplace.

Soit u(0,t) = ueO(t) la température imposée a une extrémité. Pour la TL par ragparcela
correspond &7 (0,p) = wuo/p. Pourz > 0 cette TL satisfait a I'équation différentielleU (x,p) =
ad*U(x,p)/0xz*. Comme la température décroit quand — oo, la solution est

u U(z,p) = al exp(—z+/p/a) , (2.36)
1.0¢ p
osl et donc par TLI (voir appendice A pour une démonstration
' possible)
0.6f
04r u(x,t) = O(t) ug erfe (l) . 2.37
g (z,1) (t) uo ol (2.37)

X On rappelle la définition de la fonction erreur et la fonction

2 4 6 8 complémentaire, trés utiles en statistique :

FIGURE 4 — Réponse en température a un 2 [ 2 [
choc thermique (iciiy = 1), en unités ou erf(z) = ﬁ/ e ¢ d¢, erfe(z) =1—erf(z) = ﬁ/ e d¢.
a = 1. A deux instants différents, i¢i= 1 0 (2.38)

ett = 5, les solutions sont déduites par Comme application, on peut étudier la réponse & un cré-
affinité d'axe vertical. neauug [©(t) — O(t — to)] (voir Fig. 5, haut a gauche). La
solution est

O(t) erf, (2\;&) —O(t — to) erf, (M)] . (2.39)

La figure 5 en haut a droite montre la réponse en fonction: @edes instants successifs. On voit que
quand la température s'abaissezer= 0, elle continue de monter en d’autres points. La figure en bas a
gauche montre la température en un point proche €€ en fonction du temps. Le pic est plus arrondi en
profondeur (en bas a droite). On peut se convaincre faciteqeéun pic de pollution dans une canalisation
est régi par les mémes équations, la loi de Fick étant foemalht identique a la loi de Fourier.

u(z,t) = ug
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FIGURE 5 — Réponse en température a un échelonujci 1 etty = 5), en unités o = 1.



3 Transformée de Fourier

3.1 Introduction

La décomposition de Fourier est importante pour le traitérde signal, la résolution des équations dif-
férentielles, et en mécanique quantique, pour le passalgereprésentation de position a la représentation
d’impulsion, pour ne mentionner que quelques unes des tr@dreuses applications.

Il faut distinguer plusieurs notions : séries de Fourier et sombreuses variantes, transformée de
Fourier d’'une suite de points et enfin transformée de Fodhigre fonction. Nous allons d’abord revoir les
notions les plus simples.

3.2 Transformée de Fourier discréte

Si{z,} est une suite d& nombres, réels ou complexes, avee- 0,..., N — 1, la TFD transforme
cette suite en la suitgz }, donnée par

1 21
—N;xne){p(—wkn), k=0,...,.N—1, 3.1)

et la transformée inverse est donnée par

N—
1 2w
= e Y Eeexp(Gokn), n=0,.. N 1. (3.2)
\fN;

Cette transformation possede beaucoup de propriétéssatér
Im[x] santes qui anticipent celles des séries de Fourier et darisftmmée
de Fourier. En particulier, grace a la propriété d'orthajivé@ des
coefficients

e o 2mi
Z exp (Nk:n) exp (—Nk’n) = N 6 , (3.3

n=0

on démontre facilement les identités de Plancherel et Parce

FIGURE 6 — Images (bleu) par N—1 1 -

transformée discréte de 36 points >y = Y Fxi . Szl =) 1. (3.4)
(rouge) choisis par tirage au sort  n=0 k=0 n=0

dans le carré unité du plan com-

Un exemple est donné sur la Fig. 6.

plexe Une variante est la transformée de Fourier disaretdrée

T = %Zl‘n

dont on devine facilement I'inverse, et qui satisfait lesmeé théorémes de Parceval et Plancherel,

exp( —an), k=-N,...,N, (3.5)

N

N N
Z Tayn= > Ei, oy lwlP= ) @ (3.6)
n=-— k=—N

k=—N n=—

3.3 Série de Fourier en sinus

Imaginons une fonction impaire périodique, de péri@deyui s’annule donc en = 0, 7/2, T'
Il est d'usage d’analyser son contenu par une sinusoide Idatfmn fondamentale,, complétée par des
harmoniques de fréqueneev, oln est entier.

t) = bysin(nwt) . (3.7)
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En utilisant la relation d’orthogonalitd (= 27 /w)

+T/2
/ sin(nwt) sin(mwt) dt = 0, 7/w = Spm T/2 . (3.8)
—T/2
on obtient
w [TT/2 4 [1T/2
b, = — / f(t) sin(nwt)dt = = / f(t) sin(nwt) dt . (3.9)
™ J-1/2 T Jo
Un exemple est donné sur la Fig. 7, c’est le clas-
f sigue créneau approché par une série trigopnomeétrique. La
Lol KOS convergence est évidemment trés gélicate au voisinage
FENET N des points anguleux, car on cherche a reproduire une fonc-
\ 0.5} tion a dérivée discontinue par une somme de fonctions in-
\ définiment dérivables.
N0 -05 05 1) X Une propriété intéressante des coefficiéntsutilisée
—0/5f % par exemple pour la résolution numérique des équations
S différentielles, est leur relation avec la valeur de la fonc
(O ERD tion en des points réguliérement espacés. Soit
FIGURE 7 — Approximation d’un créneau par F Z by, sin(nwt) (3.10)
séries de Fourier avec un nombre croissant de
termes une série limitée av termes, qui peut-étre considérée

comme une approximation d'une fonctigift). Soitx; = iT/(2(N + 1)) les abscisses d& points
régulierement espacés enfret7'/2, en excluant les extrémités. Les valeurs de (3.10) en cessmont

fi= (N) Zb sm(

et la matrice symétrique qui fait passer dasaux fi est, a un facteur prés, orthogonale, c’est a dire sa
propre inverse. On vérifie en effet que

2 N 7
bnzmzfﬁm@

Pour une série finie, on adoi¢ [b;|*> = (2/(N+1)) Y. | f:|*. Mais(> | £:|*)/N, si N augmente, converge
vers l'intégrale déf(x)|? entre 0 efl’/2, & un facteug /T prés. Donc

) : (3.11)

1) , (3.12)

oo

T/2 A
/O |f ()] dz = 7 > fbal? (3.13)

n=0
et pour deux séries différentes, I'une & coefficiéntdécrivantf(x) et I'autre a coefficients; pourg(x),

ona
T/2 o0
/0 g (z) f(z)dz = Z Cn by . (3.14)
n=0

3.4 Autres séries de Fourier

Pour une fonction paire pédiodique, de pulsatign définit de méme

ag
f@t) = ) + zn:an cos(nwt) , (3.15)
ou le coefficient du premier terme est ajusté de maniere aetadormule de projection
W [TT/2
ap = — / f(t) cos(nwt) dt , (3.16)
T J-T/2

soit valable aussi pout = 0.
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f Pour une fonction périodique ni paire ni impaire, on
combine les deux développements, soit

f) = % + Z [ay, cos(nwt) + by, sin(nwt)]
" (3.17)

= % + zn: e cos(nwt + @q,) ,

avec les mémes formules de projection que précédemment
pour lesa,, et lesb,,.

Un exemple est donné sur la Fig. 8, avec un fonda-
FIGURE 8 — Superposition d'un fondamentapental et une harmonique de méme amplitude, s’annulant
et d'une harmonique, en phase ou décalée. simultanément & = 0. On voit aussi I'effet de décaler

I'harmonique der /2. D'ou l'importance, pour la trans-
mission des signaux, que la vitesse soit indépendante dédatjon.

Une variante utile est de décomposer en exponentietie§ »n w t) avec des valeurs positives ou néga-
tives den, soit,

+00 w  [T/?
ft) = d, exp(inwt), d, = — f(t) exp(—inwt)dt, (3.18)
(t) n:Z_OO ( ) 2#.,T/2() ( )

avecd_,, = d} si f(t) esta valeurs réelles potiréél.
L'égalité de Parceval indique que la moyenne du carré du meadiel la fonction est donnée par la
somme des carrés des coefficients, soit

+oo T/2 .
3 wr =g [ era =g [Ciora =i, (3.19)

Nous renvoyons aux ouvrages spécialisés pour les queskiorigueur passées sous silence dans ces rap-
pels sur les séries de Fourier. Citons par exemple :
— Montrer que coefficients,, (oub,, ouc, oud,) tendent vers 0 quand — oo,
— Quelles sont les conditions d’existence des intégralgsaection donnant les coefficients ?
— Lien entre la convergence de la série de Parceval et kmdst de l'intégrale déf(¢)|?> sur une
période,
— etc.

3.5 Exemple d’application des séries de Fourier

Considérons un oscillateur a une dimension avec une forcapel non linéaire telle qug(z)/m =
—Az — Bx3, avecA > 0, B > 0. Noter cependant que des valelits< 0 permettrait des oscillations
dans un domaine limité d’amplitudes. La loi de Newton donoiecd

i(t)+ Az(t)+ Ba(t)> =0. (3.20)

Pourz petit, le dernier terme est négligeable, et on a des osoilside pulsation/A. On cherche quelle
est la modification de pulsation et de loi horaire quand I'tegle augmente. Nous nous limiterons a la
premiere correction, mais la méthode est généralisableqiatanir un développement systématique.

Le mouvement est clairement périodique, car la particuleetsnue par une force de plus en grande
quand elle s'éloigne. Il y a aussi une parfaite symétrie Baudroite. En choisissant I'origine des temps au
passage em = 0, on peut donc chercher la solution sous la forme

x(t) = by sin(wt) + by sin(2wt) + bz sin(3wt) - - - (3.21)

En utilisant 'identité 3 i n(3
sin®(a) = sin(a) ;sm( a) , (3.22)
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on voit qu’au premier ordre non nul eB, on obtient une solution avdg = 0, ainsi queb,, = 0 pour
n >4, et,

~w? by + Aby + (3/4) B} 4 =0 02)
—9w?bs 4+ Abs — B3 /44--- =0, '
ce qui donne les premiéeres corrections
3 Bb? B b}
= 1 = —— L )
oo VA1 ) e (329

et donch; par la conditioni(0) = 1 imposée initialement.
La figure 9 montre la loi horaire sur le quart de pé-

X riode de la montée a droite, podr= 1 etB = 0.4, avec
1.0t la solution obtenue ne négligeaRt la solution précé-
0.8} dente au premier ordre, et celle obtenue par résolution
0.6f numeérique, toutes évaluées a la méme vitesse initiale
0.4t (0) = 1.
0.2 On passe de la demi-périodg/2 = = pourB = 0
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ t aT/2 ~ 2.790 au premier ordre, tres proche du résultat
_gp 05 10 15 20 25 \Q{ exact donné par l'intégration numérique.
—0.4F Ce probleme admet une solution analytique. On part,

bien-sdr, de la conservation de I'énergie, car c’est une
FIGURE 9 — Loi horaire dans la phase monéquation du premier ordreg priori plus simple que
tante de l'oscillateur anharmonique = 1, I'équation de Newton du second ordre,
f(z) = —x — 0.4 2% a 'approximation harmo-
i A 22 2 B 4 2 B 4
nique (courbe bleue), avec un développementen i + Az* + —2* =1=Azp + —zn,, (3.25)
série de Fourier au premier ordre dans I'anhar- 2 2
monicité (rouge pointillé) et exacte (noire).  ce qui permet d’évaluer 'amplitude,, et le quart de
période

T :/1 du
4 Jo V1—u2\/1+ Ba3(1+u2)/(24)°

(3.26)

et si la borne supérieure = 1 est remplacée par = z/xnm, la loi horaire sous la forme réciproqugr).
Ces intégrales s’expriment avec des fonctions elliptiggesont d'ailleurs été inventées pour résoudre des
problémes de ce type.

Dans le cas du pendule simple, I'équation du mouvement dopagle théoreme du moment cinétique,

U+ (g/0) sing =0, (3.27)

est le plus souvent traitée a I'approximation des petitesilasons,sin ¢ ~ ¢, qui est bonne, car le terme
suivant est d’ordre 3, et non 2, a cause de la parité de laifonsinus.
Pour un calcul exact, on traite en général le pendule patda Hiénergie, on arrive facilement a

T +0m do 1 /+9m d6 (3.28)
Wo— = = = , .
2 oon V2cosO—cosbn) 2o fin?(9,,/2) - sin®(6/2)

En introduisant le changement de variaile(d,/2) = sin ¢ sin(6,,/2), on arrive aprés quelques manipu-
lations

T /2 do
T | (3.29)
0 4 [) \/1 — sin2 (]5 Sin2 (am/Q)

qui fait apparaitre ce que les mathématiciens appellenfanation elliptique. L'avantage de cette formu-
lation est que l'intégrale est réguliére et se préte a desoapations et des développements en série.
La limite des petites oscillations consiste a remplacerlgothinateur par 1, d'olil = Ty = 27/wy =
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27//g. Si on prend aussi le second terme du développemeyt —u = 1 + u/2 + ---, on trouve la
formule assez connue 0

T=T|1+-2+- , (3.30)

16
qui donne par exemple une augmentation de période de seulérii@s entréd — 0 etd = 7/6.
Mais on peut aussi utiliser les séries de Fourier. Pour toute
T amplitudedn,, I'angle ¥(t) est une fonction périodique et on

peut chercher

.| 9(t) = by sin(wt) + - (3.31)
o et en premiere approximatiafy, ~ b;. En projetant I'équa-
7.0 tion du mouvement sur la composant®n obtient
6.5 7 /w

0.0 05 10 15 20 0 —Omw? + % - / sin [Um sin(wt)] sin(wt) dt = 0.
FIGURE 10 — Période d’un pendule simple, e (3.32)

avecg/¢ = 1, en fonction de I'amplitude : Lintégrale peut se calculer et il suffit de résoudre I'éduat
rouge pointillé, calcul exact et bleu, utili-enw, et de déduird”. On voit sur la Fig. 10 que la réponse est
sation du premier terme de la série de Fotrés proche du résultat exact, méme pour des valeurs grandes
rier. (non physiques) de I'amplitude.

3.6 Transformée de Fourier d'une fonction
3.6.1 Précautions

Pour toutef une fonction a valeur réelle ou complexe, définie|suso, +oco[ dont on étudiera la trans-
formée de Fourier (TF), on supposera que les intégralgs |deéet| f|? sur cet intervalle sont convergentes.
Ce ne sont pas les hypothéses minimales pour certainegidésrou propriétés, mais elles permettront de
ne pas revenir sur les critéres de convergence chaque fois écrit une intégrale.

Il existe quelques variantes possibles de la définitiomp{+-ipx), ouexp(+2impx) dans 'intégrale de
définition, facteur /+/2 inclus on non, voire méme des facteiéirdans les appendices de certains traités
de mécanique quantique. Nous adoptons ici un des choix lssusiuels, qui donne la méme norme a la
fonction et a sa transformée.

3.6.2 Définition et premieres propriétés
La TF d’'une fonction est définie comme

[ .
fo) = o= [ ra)esp(ipa)as. (3.33)

Les propriétés les plus immédiates sont analogues a celfassahsformées de Laplace, et donc présentées
ci-dessous assez rapidement
— Linéarité. Sih(z) = a f(z) + bg(x), alorsh(p) = a f(p) + bg(p).
Translation. Sh(z) = f(x — x), alorsh(p) = exp(—i zo p) f(p).
Modulation. Sih(z) = exp(ipo x) f(z), alorsh(p) = f(p — po)
Changement d'échelle. 8{x) = f(ax), alorsh(p) = f(p/a)/|al.
Conjugaison. Sh(z) = f(z)*, alorsh(p) = f(—p)*.
Parité. Sif est pgire,f aussi. Sif est paire et réellef aussi. Sif est impaire,f aussi. Sif est
impaire et réellef est impaire et imaginaire pure.
)-
X

Convolution. Si(z) = (f * g)(), alorsh(p) = f(p) §
Dérivation def. On voit quef’(p) est la TF dg(—i x)

(—iz)" f(x).

), et plus généralemenft™ (p) celle de

(p
f(
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— Dérivation def(z). On pourrait attendre I'établissement de la transformgerge. Mais, par inte-
gration par partie, on peut montrer que la TFdéx) est(ip) f(p). On peut généraliser pour les
dérivées d'ordre plus élevé.

— Gaussienne. Si on part de la gaussiefite) = (a/m)'/* exp(—az?/2), normalisée au sens ou
lintégrale de|f|? est 1, on trouvey(p) = (aw)~'/*exp(—p?/(2a)), C’est-a-dire une gaussienne
de parametre — 1/a. En mécanique quantique, on ne sera pas étonné de voir larferdal de
I'oscillateur harmonique d’hamiltoniela = p? /(2m) + k22 /2 décrit par une gaussienne, a cause de
la symétrie entre: et p. Voir plus loin.

— Comportement asymptotique. Paur» +oo, il faut f(¢) — 0 pour que l'intégrale de définition
converge. Pour donner un sens a la formule de transformattense qui sera bient6t présentée, on
a besoin dgz(p) — 0 pourp — +co. Si f a des discontinuités, la preuve peut s'avérer délicate. Par
contre, sif possede un minimum de régularité, quapdaugmente, il y a des oscillations de plus
en plus rapides dans l'intégrale de définition (3.33), etcdda plus en plus d’annulation entre les
parties positives et négatives des intégrales dorharftet Sm f.

3.7 Exemples

) L2 (2)
a M (at) p}a\/zsin <pé“)

(a/m)"/* exp(=at?/2) (ma)"'/*exp(—p*/(2a))

3.8 Etats propres de la transformée de Fourier

Poura = 1 dans I'exemple de la gaussienne traité ci-dessus, on figeunti état propre de valeur propre
A = +1 de la transformation linéairg — ¢g. On peut, a titre d’exercice, chercher tous les états psogee
cet opérateur.

3.9 Transformation inverse

Le résultat est

1 +oo .
fa) == [ Fw)espipa)dp. (3.34)

Il y a donc une parfaite symétrie entre la transformée et seerse. Noter qu’en mécanique quantique,
c’est le nombre d’ondé qui est la variable conjuguée de la positionLa relation ci-dessus est donc
modifiée pour faire apparaitfe sip est la quantité de mouvement. Voir plus loin.

Exemple Pour une gaussienng/* exp(—az2/2), on trouve une transformée /4 exp(—p?/(2a))
réelle, comme pour toute fonction paire. Le signe devamiporte peu. Il est évident que (3.34) redonne
bien la fonction initiale.

Premiéere démonstration Supposons qug ne soit pas trop grand, et qyéxz) décroisse rapidement et
soit assez réguliére. Alors, I'intégrale (3.34) peut émerachée par l'intégrale entseN /2 7/(2 N + 1),
laguelle est approchée par une somme de Riemann avec desngginlierement espacés

n=+N

p>:¢ﬁn;fnexp[—mp 27/@N+1)], fo=[f(n\/27/2N+1)). (3.35)

i .
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En particulier, aux points,, = m \/27/(2 N + 1) ou f vaut f,,, = f(pm), ON trouve

n=+N

fom =~ -1 Z fn exp[—i27nm/(2N + 1)] (3.36)
m — gm m Rt n I .

ce qui correspond a une TFDC. Donc inversement
1 m=+N
= — exp|—i2mnm/(2N +1 3.37
2N+1m=Z_Ngm pl /( )] (3:37)

ce qui suggére d’'enchainer les déductions précédentes emaiens inverse : on remplace la somme par
une intégrale, et la formule obtenue payy = n+/27/(2 N + 1) est interpolée pour n'importe quelle
valeur der.

On remarque que I'approximation d’une intégrale par unemerau vice-versa est d’autant meilleure
queN est grand, car les bornes se rapprochentaeet l'intervalle décroit commeév—1/2,

fn

Esquisse d’'une autre démonstration Voir, par exemple, [3]. Soit

) f(=) silz| < T/2
fr(z) = {0 silz| > T/2 (3.38)

de sorte qug (x) peut étre considérée comrienr_, ., fr. Cette fonctionf7 génére une fonction pério-
dique hr, identique afr sur[—T1/2,T/2) et répétée a l'identique syif’/2,3T/2], etc., avec le risque
assumé de discontinuité. Cette fonction admet un dévetoppeen série de Fourier, avec un changement
de numérotation par rapport a (3.18),

+oo
hr(x) = Z d,, exp(—inwx) (3.39)
dont les coefficients sont donnés par
1 +7/2
dy, = = / hr(z) exp(inwz)de . (3.40)
T ) 12

En jouant astucieusement sur la limffe— oo, on démontre la formule de I'inversion de la TF.

3.10 Identités de Plancherel et Parceval

Le résultat est

+o00 oo ~+o0 +oo N
/ @) de = / F@)2dp, / g*(z) f(z) dz = / i) fp)dp,  (3.41)

— 00 — 00 — 00 — 00

la seconde découlant de la premiére et vice-versa.

Exemples La gaussienng(z) = (a/m)'/* exp(—az?/2) est telle que l'intégrale dgf(z)[* est égale
a 1. C'est aussi le cas de sa transfornige) = (a )~/ exp(—p?/(2a)). On peut aussi comparer expli-
citement les normes de la fonction porte et du sinus cardiotgnu par TF.

Démonstration On peut reprendre la stratégie utilisée pour la transfaanatverse. Avec les mémes
notations,

oo 2 2m -~ 2 2m - 2 T e
[ el a X ek =y X el [ 1fore. e

et il faut se convaincre que les” peuvent devenir des limites bien maitrisées. Comme pavatesformée
inverse, on utilise simultanément deux résultats clagsiglianalyse : approximation d’'une intégrale gé-
néralisée par un intégrale simple dont les bornes augmantifiniment ; approximation d’une intégrale
simple par une suite de sommes de Riemann.
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3.11 Théoremes sur les écarts quadratiques

Notonso et les écarts quadratiques deet p sous|f|? et|f|?, respectivement. lls sont définis par

sigma > 0 et
+oo +<x>
02_/ 22 | f(x |2dx// (z)]?dz (3.43)

et 'analogue poué. Le résultat est

&> (3.44)

N | =

avec saturation pour une gaussienne, et application iap@ren mécanique dans les fameuses inégalités
de Heisenberg.
Pour une gaussienne, avec les notations précédentes,ientobt

O‘—\/T 0—\/7 (3.45)
ce qui montre I'égalité.

Dans le cas général, considérons

400 +o0 N +oo +oo
= / 2 |f(2)] de / P () dp = / 2 |f()] dz / F@Pde,  (3.46)

— 00 — 00 — 00 —0o0

en utilisant les regles de dérivation. Siréel, I'inégalité de Schwarz (celle qui en géométrie assuie

la[{|b]l > |a.b]) donne
+oo
1> ‘/ (z)dz

par intégration par parties. $icomplexe, I'inégalité est aggravée, ¢af > |Rez| = (2 + 2*)/2 pour
z = f* f’, ce qui permet de faire apparaiffe f'+ f f'* et d’enchainer sur la méme intégration par parties,
menant au méme résultat.

2 too
-1 P (3.47)

3.12 Transformée de Fourier multidimensionnelle

Sir = {z,y, ...} décritn variables, on peut définir la TF d&r) comme

F(p) = (271_1)”/2/-~~//f(r)exp(z'p.'r')d(")r. (3.48)

Un cas particulier fréquent est celui d’'une fonction ispgpdépendant du seul raypr= ||r||. Dans le cas

oun = 3, par exemple, on obtient
8 +°°
\/> / sin(pr)rdr. (3.49)

qui est aussi une fonction isotrope ple
Par exemple, un potentiel de Yukawér) = exp(—p ) /r a une transformée de Fourier

. 2 1
o(p) = \/;1724‘,“2 ) (3.50)

utile par exemple pour calculer I'amplitude de diffusiomda&e potentiel a I'approximation de Born.
On généralise facilement les résultats obtenus pour |afsemation inverse et pour les normes. Par
exemple, on vérifie pour 'exemple ci-dessus

/// exp(=2pr)r 2d®r = 27# = %///(p2 + ) 2d®p (3.51)
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3.13 Applications de la transformée de Fourier

Elles sont nombreuses. Nous n’en développerons que qealnes.

3.13.1 Théorie du signal

Voir les cours spécialisés. Filtrer le bruit. Modiifer lesages, etc.

3.13.2 Equations différentielles et aux dérivées partiedls

On peut reprendre les exemples vus avec la transformée dackeap

3.13.3 Physique quantique

En MQ a une dimension, la fonction d’ondézx) est I'amplitude de probabilité pour que la particule
se trouve au voisinage poimnt Plus précisément, la probabilité (normalisée ou non)ale/gr la particule
entrer etz + dz est|y(z)|? de. Lamplitude de probabilité de la quantité de mouvemeast donnée par
la transformée de Fourier

B 1 +oo )
)= [ () expl—ipa/h). (3.52)
On choisit en général de modifier la définition comme ci-dgskifacon a ce que la normalisation soit
+oo Foo

[ w@pa= [ @k, (353)

La notation de Dirac permet de mieux retenir les régles. Gie po

~ +OO +OO ~

vle) = Gal) . G =) )= [ Pl [ @R, @5

3.14 Oscillateur harmonique en mécanique quantique

L’hamiltonien correspondant egt/(2m) + K z2 /2, soit en représentation de configuration

2 2
K
= d + — 2. (3.55)

H=———
2m dz? 2

On voit quep et z interviennent symétriquement, ou si I'on préfere la miittgtion parz et fois la
dérivation.

Pour rendre le probléme plus clair, il est préférable de bamdéser des facteurs constants en exploitant
les lois d’échelle de cet hamiltonien : un changement de epassun changement de raideur ne font que
modifier par un facteur les énergies et les distances. Siseupe a y oUa est une distance caractéristique
a choisir astucieusementgtine variable sans dimension, I'opérateur devient

nr d>  Ka® ,
-+ a7
2ma? dy? 2

[K [ a2 [K
H=h/— d—+x2 =m/—h. (3.57)
m | dy? m

Donc sih ¢(y) = e p(y), latransformée de Fourigr(y) sera aussi état propre avec la méme valeur propre.
Mais, en mécanique quantigaaine dimensiarles niveaux ne sont pas dégéneérés, dofg x ¢(y).
On vérifie que c’est bien le cas pour le fondamental

(3.56)

et en choisissant K a* = 1,

=1,  @o=exp(—2?/2), (3.58)

18



(ici non normalisé), mais aussi pour les états excités
en=1+42n, ¢, =Hy(x)exp(—2?/2), (3.59)

ou H,, estun polyndme d’Hermite. On pourra le vérifier directenmnbien en utilisant les opérateurs éle-
vateur et abaisseur dans la méthode dite de Dirac, qui elsfjesp dans les livres de mécanique quantique
[4]. En particulierp,, = (z¢n,_1 — ¢,,_1)/v/2n respecte la proprirété d’une fonction d’étre, & un facteur
prés, sa propre transformée.

3.14.1 Particule NR dans un potentiel linéaire et particuldJR dans un oscillateur harmonique

La symétriep <+ = de I'oscillateur harmonique fait que les hamiltonieash(> 0 hy = ap? + bx? et
ho = bp? + a2? ont mémes niveaux d’énergie et des fonctions d’onde TF ldmEautre. En effet, avec
les notations classiques, le coefficientydeest1/(2 1), ol i est la masse réduite et celui d& K/2, ou
K est la constante de Hookes équivalente et les énergiesrsmairfionnelles & /K /i o< Vab.
On peut faire mieux. On traite assez souvent I'hamil-
Ai(X) tonien
Hy =p*/(u) + A, (3.60)

dont la version unidimensionnelle décrit les niveaux

d’énergie des neutrons dans un champ gravitationnelle

(cette quantification a été observée récemment & I'lLL
X [5]) ou des électrons dans un champ électrique, et dont la

version spatiale décrit le mouvement relatif d’'un quark et

d’'un antiquark liés par un potentiel de confinement crois-

sant linéairement. Iqi. est deux fois la masse réduite.

En posantr = ax, oU a est une sorte de rayon de
FIGURE 11 — Fonction d’AiryAi(z) Bohr du probleme et une variable sans dimension, et en

optimisanta pour un maximum de simplicité, on arrive en représentatmpakition a

Hy =X B (u/b)"YV3hy, hi=-A,+x (3.61)

soit, pour les états avec moment anguldire: 0, I'équation aux valeurs propréds ¢(x) = ep(z) se
traduisant par I'équation différentielle

—u"(z) + zu(z) = eu(z), u(0)=0, / lu(x)|? dz < 0o, (3.62)
0
qui est tres proche de I'équation différentielle d’Airy,
ux) .
—y" (@) + zy(x) =0, (3.63)
0.6F
0.4f dont la solution réguliere a l'infini est (a un facteur pres)
0.2, la fonction d’Airy Ai(x), représentée sur la Fig. 11.
: : X Le lien entre les deux équations différentielles est sim-
-0.2 plement une translatiom — x — ¢, et donc la condi-
—0.4f W tion u(0) = 0 sera réalisée si est 'opposé d'un zéro
0.6} de Ai(z), soite; = 2,33811..., e, = 4.08795. .., efc.

En fait, le fondamental et les excitations radiales ont la
FIGURE 12 — Premiers états= 0 dans un po- Méme fonction d’onde réduite (non normalisée), mais dé-
tentiel linéaire. Les fonctions d’onde réduite§@/ée horizontalement d’'un niveau a l'autre. Aprés nor-
sont ici normalisées. malisation, on obtient les fonctions d'onde de la Fig. 12.

On pourra démontrer a titre d'exercice qug(z) =

Ai(x — €,)/ Ai’(—¢,) est normalisée, ce qui signifie que
le carré de la fonction d’onde a I'origine €st, (0)|? = 1 pour le fondamental et toutes les excitations ra-
diales. Ce probléme linéaire est par certains cotés plgagiéue les cas coulombien et harmoniques qui
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constituent les modeles exactement solubles les plus s@mmécangiue quantique, mais il est restreint
a¢ =0.Pour/ > 1, on n'a pas de résolution analytique.
La résolution de (3.60) permet celle de

Hy=p+ ar? , (364)

gui est une équation délicate en représentation de confignyra cause de = /p2. Cet hamiltonien
pourrait décrire une particule ultra-relativiste dans wteptiel harmonique. On passe d'un probleme a
l'autre par simple transformée de Fourier.
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4 Distributions

4.1 Historique

La généralisation de la notion de fonction est due aux teavii Heaviside, Dirac, Sobolev, etc.,
conduisant & la théorie des distributions de Laurent Satawar

Pour nombre d’'applications, il suffit d'une connaissanceen empirique, telle gu’elle est esquissée
dans la prochaine section. Nous donnerons cependant piusie idée de la formulation plus rigoureuse.

L'idée principale est que dans le calcul de I'intégrale dedpit

+oo
1,(f) = / o(x) f(x)dz, @.1)

ou f(z) est une fonction test, qui décroit trés vite quand— oo, la valeur précise de(x) en chaque
point importe peu, on ne s'intéresse qu'a I'effet sur lescfmms de test. Ce qui retient I'attention, c’est
I'application linéairef — I,(f). A coté des applications linéaires associées a des fosgtiparfaitement
continues et différentiables, on peut évalligrour des fonctions discontinues, comme

+o0 +oo
o) = [ e@iwa= [ f@ar. 42)
de la fonction “pas” de Heaviside, ou méme des “fonctions’rien sont pas comme
—+o00
() = [ 8 ) de = 7(0). 4.3)

ce qui introduit la fonction “delta” de Dirac, qui en réalit&est pas une fonction mais une distribution.
En particulier, on verra qu’on peut élargir la notion de @éei, soity — ¢’, pour une fonctiory(z) qui
n'est pas dérivable, mais pour laquelle I'intégrale

+oo
/ J(@) f(@)de | (4.9)

— 00

peut étre définie sans ambiguité pour toute une classe didiontestf.

4.2 Lien entre les fonctions de Heaviside et de Dirac

A titre d’exemple, considérons de nouveau la fonction “p@s?) et le pic de Dirac (4.3), intégrées
avec des fonctions test s’annulant trés vite a I'infini, aipnge leurs dérivées. Sajtl'une de ces fonctions
tests, etf’ sa dérivée,

+oo “+oo
o) f'(x) dz = —f(0) = - / 5(z) f(z) dz, .5)

— 00 — 00

ce qui fait penser a la relation obtenue pour des fonctiodisaires, par intégration par parties (ici le terme
tout intégré est nul caf s’annule | grand)

+oo
| @ @) + g @t =o. (4.6)
incitant & considéref comme la dérivée d®, alors qued (x) n’est pas dérivable en= 0, au sens habituel
de la dérivation.

Noter que cette relation peut se comprendre si on consi@l@@mme la limite quand — 0™ de

0 si x<—a/2,
go(z) =< (x+a/2)/a si —a/2<x<a/2, 4.7
1 si a/2<ux,

dont la dérivée est une fonction (parfois appelée “portedtangulaire, d’aire unité, qui est I'une des
modeles les plus simples pour décrire le pic de Dirac pargasa la limite. Voir Fig. 13.
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-a/2 a)2 -a/2 a2

FIGURE 13 — Fonctions qui tendent vers les distributions de Hedwist Dirac.

4.3 Théorie des distributions

Voici maintenant un exposé un peu plus rigoureux. I
convient d'abord de définir 'ensemble des fonctions test.
Un maximum de précautions sont prises, méme si, ultérieu-
rement, les distributions seront appliquées a des forgtion
moins contraintes. On considére les fonctighs R — C
d’'une variable réelle et a valeurs complexes. Elles forment
un espace vectoriel, dont on utilise souvent les sous-espac

o . — X suivantsD C S C C*°, a savoir du plus grand au plus petit
_oat — l'espaceC* des fonctions dérivables a n'importe ordre
(et donc a dérivées continues),
FIGURE 14 — Fonction & support com- — le sous-espaceS des fonctions précédentes dont
pact et indéfiniment dérivable de I'’équation toutes les dérivées décroissent rapidement, soit
(4.8) lim, 400 2™ f(™(x) =0Vn € N,Vm € N,

— le sous-espacP des fonctions précédentes a support
borné, i.e.3a, b tels quef(z) = 0 six ¢ [a, b].
Noter que pouD, les fonctions restent continues et donc tendent vers xard de s’annuler, avec des
dérivées continues. Un exemple est

1 .
f) = exp—(1 — :172) si |zl <1, 4.8)

0 si |zl >1,

(voir figure Fig. 14), ou toute fonction obtenue en multiptiane fonction réguliére paf.

Noter aussi que chaque fonction @eposséde son propre support borné, qui peut étre de plus en
plus grand par exemple pour une suite de fonctions. On pen;diir, définir un sous-espace de fonctions
possédant le méme support borné.

Dans ce contexte, aprés le choix d’'un espace, Kote fonctions test, qui est s@lt°, soitS, soitD,

Soit un autre sous-espace, une distributibest une application linéaire et continue

A:K— T, (4.9)

dont on note le résultat de différentes facehs f — IA(f) = (A, f) ={(f) =---.
Revenons sur les trois composantes de cette définition. plpleation defC sur C est unefonction-
nelle La linéarité signifie que sf; € K et fo € K et € C, alors

(A, fi+fo)=(A f1)+ (A foa) et (A Nfi)=X(Af). (4.10)
La continuité signifie que si une suite de fonctidtfs} de K a pour limitef € X quand I'entieri tend vers

I'infini, alors la suite des nombres complexgst, f;)} tend verg A4, f).
Les exemples déja vus sont
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— l'intégrale du produit avec une fonction continue

“+o0
1) = [ gl s@)ds. (4.12)
—0o0
ce qui permet de dire que la notion de distribution généralale de fonction. Pour simplifier, on
utilisera la méme notation pour la fonction et la distribntassociée.
— La distribution de Heaviside

+oo +o00o
(0,f) = 3 O(z) f(z)dx = /0 f(z)da, (4.12)
— Ladistribution de Dirac
notée un peu abusivement
+oo
(6, f) = /_ 5(z) f(z)dz | (4.14)

alors que(x) n'est pas une fonction.
On parle de distribution®guliéresassociées a des fonctions continues, et de distribusiogsilierespour
les autres.

4.4 Propriétés des distributions

Espace des distributions |l est assez facile de définir la somme de deux distribution&s A = A; +
A,, soit
(A, f) = (A1, f) + (A2, f) VfeK, (4.15)

et le produit par un complexg
MNA f)=(A,Nf) Vfek. (4.16)

Ces propriétés donnent a I'ensemble des distribution&slarstructure d'un espace vectoriel, qu’on
peut noterC’.

Noter que la hierarchi® ¢ S ¢ £ = C*> impliqueD’ > &’ O &'. Par exemple, la fonctioexp(z?)
permet de définir une distribution d&, mais pas des deux autres.

Support d’une distribution

Produit de deux distributions ? 1l n’est pas possible de le définir en général. Mais pour desixilou-
tions régulieres, associées a des fonctions ordinairggplduit est défini, qui est associé au produit des
deux fonctions. On peut aussi définir le produit d’'une distiibn réguliére associée a la fonctiatz) et
d’'une distribution quelconqué par la relation

(@A f)=(A,af) Vfek. (4.17)

Distribution translatée L'idée est de généraliser la régle simple

+o0 +oo
[ se-af@i= [ g fe+ads (4.18)

— 00 — 00

pour des fonctions ordinaires. On définira donc la trarstati — A, par
(Ao, f) = (A,°f) avec “f(z) = f(z+a), VfEK. (4.19)

ou plus simplementi, (z) = A(z — a), avec les précautions & prendre avec cette notation.
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Dilatation d’'une distribution  Pour des intégrales ordinaires,

400 1 +o0
| st was = o [ gte) flafa)as, (4.20)
donc la régle se généralise en
(Aas). (&) = o (Alw). fafa) . VF €K (4.21)

par exempld(ax) = 6(x)/|a|, etd(—z) = §(zx), qui est donc une distribution “paire”.
Dérivation d’une distribution Comme annoncé dans I'introduction, le guide est la relation

+00 +oo
| det@a=- [ @@, (4.22)

—00 —00

lorsque le terme tout intégré de l'intégration par partiearule.
La dérivée de la distributioiX est la distributionX” telle quevf € K,

(X 1) =-(X.f). (4.23)

Par exemple, pour la distribution de Heaviside,

—+o0
(O f) = —(H,[") = — /0 F(2)de = £(0) = (5. ). (4.24)

Donc®’ = §, ce qui est vérifié par des suites de fonctions dont les Wigtons correspondantes tendent
verso.

Les regles de calcul habituelles des dérivées s’appliquagrivée d’'une somme, d’un produit quand
celui-ci est défini, etc.

Dérivées d’'ordre supérieur On généralise en

(A, f) = (=" f™(0), Vfek. (4.25)

4.5 Distribution associée a une convolution
4.5.1 Définition du produit de convolution

La définition est
+oo

+oo
h=gigs, h<y>:/ m(y—x)gz(x)dx:/ 01(@) gy — ) dz, (4.26)

—o0 J—oc0

qui se raméne & la définition introduite lors de la transfarehe Laplace : sj; (z) etgo(x) contiennent un
facteur©(xz), c’est-a-dire s’annulent pour < 0, I'intégrale est restreinte a l'intervall@, y]. Ce produit
est symétrique, et chacune des fonctions intervient linéant.

4.5.2 Distribution associée

Si on considéré comme une distribution réguliére, son action sur une fondistf € X donne

(h7f)=+/791(x)92(y—x)f(y)dxdy= /:ogl(x)dx [/jgg(umumdu @)

soit en notation condensée

(g1 % 92, f) = (91(2), (g2(w), f(z +u))) . (4.28)
Nous adopterons cette relation comme définition pour deshiisons plus générales.
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4.5.3 Propriétés

On peut montrer quéy; * g2)' = g1 * g2 = g1 * .

La distributiond joue le r6le d’unité, dans le sens 6% g = g x 0 = g.

On dira queh est inverse dg, et on notera parfois = g~! sigxh = hx g = §, mais cet inverse n'est
pas unique en général.

4.6 Transformée de Laplace d’une distribution
4.6.1 Définition

Soit une distributionrd € D’, c’est-a-dire agissant sur des fonctions test a suppongb@n appellera
transformée de Laplace de la distributidnsoit L[ A] la fonctionC — C, définie par

L[A](s) = (A, exp(=st)), (4.29)

sous réserve d'existence, car on fait agiisur une fonctiorR — C qui n’est pas a support borné.
On retrouve des propriétés habituelles de la transforméaplace, comme la linéarité.

4.6.2 Transformée de Laplace de la distribution de Dirac

On trouve immédiatement[d] = 1.

4.6.3 Transformée de Laplace d'une distribution réguliére

En utilisant la notatior{f) pour la distribution réguliére associée & la fonctfgron montre facilement
gue, sous réserve d’existence,

—+oo
ci(f)(s) = LIf] = / F(t) exp(—st)dt (4.30)

qui se raméne a une intégrale entret +0co pour les fonctions considérées dans la théorie élementaire
des transformées de Laplace, qui contiennent la fonctidhedeisdeO (). On peut considérer la relation
ci-dessus comme une généralisation, pour des fonctionaul@s pourt < 0, sous réserve de I'existence
de l'intégrale.

4.6.4 Transformée de Laplace d'une dérivée

On montre facilement que
LIA')(s) = sL[A]. (4.31)
En effet la dérivée sera définie comme I'opposé de I'actioesdérivée, par rapport@ deexp(—st), ce
qui donne ce facteu.
Plus généralement,
LIA'|(s) = s" L]A]. (4.32)
Noter qu’on n’a pas I'équivalent de la constag{®) qui apparait dans la théorie élémentaire. Mais on
peut comprendre la différence. Si on part d’'une foncthg(t) nulle pourt < 0, et démarrant continument
pourt > 0 avecg,(0) = 0, il n'y a pas de différence. Les fonctions considérées apities2, nulles pour
t < 0 et démarrant pout > 0 par¢(0) # 0 peuvent s'écrires(t) = ¢o(t) + ¢(0) O(¢), et il suffit de
dériver cette expression.
Par exemple, si on part de la distribution de Dirf'](s) = s et L[6(™)](s) = s™.

4.6.5 Transformée de Laplace d’'une convolution

La relation
L[Ax B](s) = L[A] L[B], (4.33)

généralise le résultat pour les fonctions. Il est compati#dlec le résultat sur la dérivatiofd « B)' =
A’ « B= A x B’, car en prenant la transformée de Laplace, on aura exadteméacteurs.
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4.7 Transformée de Fourier d’'une distribution
4.7.1 Définition

Considérons une fonction ordinaigéxr) munie d’'une transformée de Fourier,fét:) une fonction de
D, donc munie d'une transformée de Fourier. On démontre &ssidzment, en partant dg¢, cette variante
du théoréme de Parceval-Plancherel

+oo +oo ~
[ 3(x) () dx = / o(z) Fz) dz . (4.34)

Cette propriéte ouvre la porte a la définition de la TF d'ursdritiution. La seule difficulté, c’est qu’en
partant d'une fonctiorf a support borné, sa TF ne l'est pas. Il faut donc la précaution habituelle “sous
réserve d'existence”, et on définira la Ade la distributionA par

(A =(Af), Yf. (4.35)

4.7.2 Propriétés

Linéarité.

4.7.3 Exemple : distribution de Dirac
Le résultat esb = 1/v/27.

4.7.4 Exemple : distribution de Heaviside

Au sens ordinaire, la fonction “pas” ne possede pas de wamgke de Fourier, car I'intégrale de
exp(—ipx) ne converge pas quand la borne supérieure augment indéfinife sens des distributions,
on peut montrer que

~ i1 T
Op) = — =~ + \/75 , 4.36
(p) Tz p 59(p) (4.36)
ou la distributionl /p est & comprendre au sens d’une valeur principale,
1 —€ —+o0
(L) = g, [ L2 [0 a7
P e—0,e>0 oo P e p

4.8 Calculs avec la distribution de Dirac

Rappelons la définitiofy, f) = f(0) et le lien avec la distribution de Heavisid®, = §. Nous avons
également vu la propriété de dilatatiotw x) = 6(x)/|al.

Il est possible de définir un pic de Dirac centrées a, notéd, ou, un peu abusivemetitz — a), tel
que(dq, f) = f(a) pour toute fonctiory de .

On cherche maintenant a interpréter la composition dgec une fonction ordinairg(x) a valeurs
réelles, de méme qu’on compose deux fonctions ordinajres,h, pour formerg(h(x)). Soit {g,(x)}
une suite de fonctions dont les distributions associéetetgrvers la distributiod, par exempleg,, (z) =
(n/m)"/? exp(—nz?). Si h(z) est monotone croissante, on aura par changement de variablé,(z),
avec fonction inverse = h(u),

+o0 h(+00) B B
/ gn(W(x)) f(z)dz = / gn(u) f(h(u)) /' (h(u)) du . (4.38)

—00 h(—o0)

En passant a la limite, on voit que/siz) = 0 pourz = a, alors

(6(h), f) = (8a, () /' (R)) = f(a)/N(a) . (4.39)
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Pour une fonction monotone décroissante, on auraffa) au lieu dek/(a). Le résultat général pour une
fonctionh(z) pas forcément monotone qui s’annulesgnas, . . .,

(5(h), ) = flan)/IW (an)| - (4.40)
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5 Applications des distributions, fonctions de Green

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous développons quelques applicatemdistributions en particulier pour les équa-
tions différentielles, qui seront I'objet de quelques relgpLe concept de fonction de Green sera introduit.

5.2 Equations différentielles linéaires du second ordre

Considérons un systeme oscillant, mécanique ou autre umeexcitation extérieure. L'équation dif-
férentielle générique est
() +20(t) 2(t) + a(t) z(t) = g(t) , (5.1)

dont la version minimale suppose gheta sont constants.

5.2.1 Rappels élémentaires

Les solutions de I'équation homogéne forment un espacerderdion 2. Sb = 0 et est constant,
lorsquea > 0, ce sont les oscillationsxp(+i+/at) qu'on peut regrouper evos(y/at) etsin(yv/at),
tandis que pour < 0, une base de solutions est formée par les exponentielléssiéep(++/—at) ou les
fonctions de trigonométrie hyperbolique associées.

Sib # 0 et quea etb sont constants, on cherche d’habitude une base de solaimuhentielles
exp(rt), avecr réel ou complexe solution de I'équation caractéristigusoeige. Une variante minime
consiste a poser(t) = exp(bt) z(t), pour obteniri(t) + (a — b*) u(t) = 0, qui permet de se ramener au
cas précédent, et donc a discuter selon le signe-dé?.

Quanda et b ne sont pas des constantes, la recherche des solutions iest faxdle. Il arrive par
exemple qu’on ait assez vite une solutiayit), mais que la seconde soit plus difficile d'accés. C'est le cas
par exemple pour les équations différentielles auxqueliEsssent les polynémes orthogonaux, aveades
etb eux-mémes polyndmes enOn peut poser

z(t) = wo(t) y(t) , (5.2)
pour aboutir & une équation de degré moins élevé pour
wo§+2(F0+b)§=0, (5.3)

qui se rameéne facilement au calcul d’une intégrale.
Pour passer a I'équation inhomogeéne, il suffit de connaitessolution particuliérey, (¢), et la solution
la plus générale sera
z(t) = ap(t) + a1 21 (t) + az z2(t) (5.4)

obtenue en ajoutant une solution quelconque de I'équatioTolgéne, décrite ici dans sa bdseg(t), z2(t)}.
Les constantes; etas sont déterminées par les conditions initiales.

Reste a trouver une solution particuliere. Dans nombrepliegtions, on se laisse guider par I'intuition.
Pour des coefficients etb constants ou polynomiaux, gt) aussi polynomial, une solution polynomiale
est recherchée. Pour une excitation périodique (on pyend= go exp(iwt), puis la partie réelle), et et
b constants, il existe une solutiohgy exp(iwt), ou A, complexe, contient 'amplitude et le déphasage de
la réponse stationnaire.

Une méthode plus générale pour résoudre I'équation comalpartir des solutions de I'équation ho-
mogene consiste a faire “varier” les constantes. On posequkcisément

z(t) = an(t) w1 (t) + aa(t) 22(t) , &) = on(t) £1(t) + aa(t) 22(t) , (5.5)

ce qui suppose que
dn () z1(t) + de(t) 22(t) =0, (5.6)
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et en reportant dans I'équation différentielle on trouveetre que

d (t) 21(t) + da(t) 22(t) = g(t) (5.7)
et en combinant (5.6) et (5.7), on calcule facilemén(t) et s (t), d'ol «a(;t) et as(t), c'est-a-dire la
solution la plus générale de I'équation avec second membre.
5.2.2 Exploitation de la linéarité

L'équation (5.1) est également linéaire par rapport & scors membre, & savoir quesj ; est une
solution particuliére avec un second meméye), alors

zp(t) = ap1(t) + Tp2(t) + -+ (5.8)

sera solution pour le second memb(e) = g1 (t) + go(t) + - - -

L'ajustement des conditions initiales, par contre, risgeene pas se propager. Si par exemple, on
imposez,, ;(0) =1 eti, ;(0) = 0, ces conditions ne seront pas satisfaites par (5.8).

Mais il y a des exceptions. En particulier, on peut cherdhesolution particulierecausale avec
z,(0) = 0 etz,(0) = 0, qui ne doit son existence pour> 0 qu'a I'excitationg(t) et non pas a la
persistance d’'un mouvement antérieur. Alors la supetiposite solutionse,, ;(¢) causales est elle-méme
causale.

5.2.3 Second membre en pic de Dirac

L'idée est alors de résoudre (5.1) avét—¢') comme second membre, et d’en déduire la solution pour
un second membre quelconque en le réécrivant

+oo
o) = / o) 5(t— ) dt’ . (5.9)

— 0o

On cherche donc une solution de
() +2b(t) 2(t) + a(t)z(t) =6t —t'), (5.10)
qui implique la généralisation au champ des distributianBédjuation différentielle originale (5.1) portant
sur des fonctions ordinaires. Tout I'art est de choisir uslat®n qui permet, lors de la superposition, la
mise en place des conditions limites du probléme. Nous camearens par des exemples.

5.2.4 Exemple avec des conditions limites de type corde viumte

On veut résoudre

1
Yy +y= , (5.11)

sSmx
avecy(0) = y(w/2) = 0. Plus généralement, imposgfa;) = a1 ety(az) = ay constitue ce qu’on
appelle desonditions de Dirichlet
Ici, nous recherchons d'abord Ibnction de Green
G(x,D) G(z, z) solution de

0‘.5 1‘.0 1‘. 9
0°G(x, 2)
Ox?
Pourz < z et pourz > z, la fonctionG(z, z) est une
combinaison linéaire dein x et cosx. Si on impose I'annu-

04} lation enz = 0, 'annulation enz = 7/2, la continuité en
x = z et un saut unité de la dérivée en= z, on arrive a

+ Gz, z) =0(x— 2) . (5.12)

—0.3F

—cosz sinx pour z <z,

mites de Dirichlet, ici pout = 1.

FIGURE 15 — Fonction de Green avec li-
G(z,z) = { (5.13)

—sinz cosx pour z > z,
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représentée sur la Fig. 15. On en déduit la solution de nobtdgme
/2
y(x) = / G(z,z)/sinzdz = —x cosx +sinz Insinz (5.14)
0
gu’on peut retrouver a titre d’exercice par la méthode datian des constantes.

5.2.5 Exemple avec condition causale

Considérons maintenant une équation similaire

G(x,1/2)
o y' +y=f(z), (5.15)
0l avec les conditiong(0) = 0 ety’(0) = 0. Autrement dit,
sansf(x), la fonctiony serait identiquement nulle. Il est plus
04 intéressant ici de choisir poti(z, z) une fonction nulle pour
0.2t r < z et démarrant avec une valeur nulle et une pente unité
pourz > z, Soit
0.5 1‘.0 1‘.5 x
0 pour z <z,
FIGURE 16 — Fonction de Green avec li- ~ C(#:2) = {sin(:l: —2)  pour z >z, (5.16)
mites causales, ici pour= 1/2.
représentée sur la Fig.16.
Finalement la solution de I'équation est
x
y(z) = / sin(z — 2) f(2)dz, (5.17)
0

ou le message est clair : ne contribuent au peint 0 que les contributions antérieures aPar exemple,
pour f(x) = x, on obtienty(z) = = — sin x, ce qui peut étre vérifié directement.

5.2.6 Cas d'une équation linéaire plus générale

Revenons a I'équation (5.1). On choisit comme base desiaadutie I'équation homogéngt, t') et
s(t, t') qui satisfont (le point signifie la dérivation par rapporagtemiére variable, la seconde étant fixe)
c(t',t) =1, ¢(t', ') =0, s(t',t') = 0ets(t,t') = 1. Cette notation évoquepst etsint solutions de
1 + y = 0. On obtient facilement

z(t)=0sit <t z(t) = s(t,t')sit >t (5.18)

car la dérivée: contient un saut d’ampleur unité & t’, qui se traduit par une fonctianpour sa dérivég.
En résumé, la solution est

y(t, to) = @(t - to) S(t, to) . (519)

Maintenant, supposons que I'excitation dans (5.1) comesgale-
ment at = ty, et que l'oscillateur soit au repos a ce moment la
(sinon, on ajoutera un terme c(t,to) + & s(t,to) & la solution).

Le second membre(t) peut se lire comme (5.9), avec une borne
inférieuret,, et donc par I'argument de linéarité invoqué plus haut,
la solution, valable pour ce second memb(e est

FIGURE 17 — Exemple d'oscillateur
excité, résolu ici par la méthode de Fo0 t
superposition de pics delta z(t) = /t gt')e(t —t')st,t")dt’ = /t g(t')s(t, ") dt’,
’ ’ (5.20)

qui permet de calculer une solution particuliere pour name quel second membre.

Un exemple est donné ci-dessous, pour I'équation a coeficigonstants avee = 4, b = /3, et
g(t) = sin(3t). On voit bien le régime transitoire qui démarre lentemeuits pétablissement de la solution
stationnaire.
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5.3 Applications aux équations non linéaires

La derniére partie de (5.20) donne bien l'interprétatioggdiue : le signal a I'instant est di a la
somme des excitations des temps antérieurs.

Pour les équations linéaires de la physique, la solutioa awe fonction “delta” comme second membre
est appelééonction de Greenlu systéme, giropagateurpour les équations de physique quantique.

On peut généraliser I'usage des fonctions de Green poumplgijaer a cas non d’équations non li-
néaires, transformées en équations intégrales susepdidtre résolues par itérations.

Ce sera plus clair sur des exemples.

5.3.1 Méthode itérative pour I'oscillateur anharmonique

Considérons une fois encore l'oscillateur anharmoniqud3soit ¢ > 0 etb > 0)
Ft)+a*x(t) = —bx(t)* =0, (5.21)

avec, dans les applications numériques ultérieures, 1 etb = 0.4. Le dernier terme est mis expres a
droite pour étre considéré comme un terme de source, ce quepee réécrire le probléme comme une
équation intégrale

x(t) = g cos(at) + vo/a sin(at) — b/a/0 x(to)? sinfa(t — to)] dto , (5.22)

que I'on peut résoudre par itérations : on part de la soluinnsoidaler(°) () correspondant & = 0, et
on construit successivement

t

2 (f) = o (1) — b/a / 2™ (t0)? sinfa(t — to)] dto . (5.23)
0

On voit sur la Fig. 18, pour un départ de= —1 avec une vitesse nulle, la solution numérigue et les

approximations:(*) (t) etz (M (¢).

Noter une astuce qu’on retrouve par exemple en physiquetiquan On sait facilement résoudre
I'atome d’hélium avec noyau fixe en négligeant la répulsintreeles électrons. On peut ensuite inclure
cette répulsion par itérations successives, par ce qu’paliep‘la théorie des perturbations”. La conver-
gence est assez bonne, mais on peut I'améliorer notableangrdrtant d’'un atome d’hélium fictif ou les
électrons subissent seulement un potentiel central aftceccharge atténuée par effet d’écréh,< 2.

On traite ensuite la répulsion entre les électrons et le @st’attractionx (2 — Z) > 1/r;, comme une
perturbation. On choisiZ, la charge effective du noyau, de sorte qu’au premier otdregpulsion et le
reliquat d’attraction se compensent. Voir les bons livrestiécanique quantique ou de chinaie initio.
Ici, 'analogue est de chercher un terme linéaifer(t) qui remplace “au mieuxa? x(t) + bx(t)3. Plus
précisémenty; est choisi de maniére a ce que le terme corregtif- a;) =z + b ne modifie pas la pé-
riode au premier ordre. Dans notre exemple numeérigue; 1.155 au lieu dex = 1 en négligeant le terme
anharmonique. Réécrivons donc I'équation du mouvement

#t)+a?x(t) = (a1 —a)z(t) —bx(t)> =0, (5.24)
et par la méme méthode, on peut construire les solutiongssives

yO(t) = z¢ cos(ar t) + vo/ay sin(ay t) ,

y(n+1)(t) =y (t) + / [(al —a) y™ (to) — by™ (to)?’} sinfa1(t — to)] /a1 dto
0

(5.25)

On voit sur la Fig. 18 (droite) que la convergence est begquptus rapide.
On pourra répéter la méthode avec d'autres exemples, paupéxée pendule simple, d’équation

I(t) +a® sind(t) =0, da*=g/l, (5.26)

et comparer avec d'autre méthodes classiques permettalgrdiu-dela de I'approximation harmonique.
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—1.0pm= —1.0p

FIGURE 18 — Loi horaire de I'oscillateur anharmonique sur le prergigart de période, avec I'approxima-
tion harmonique (rouge), la solution numérique (bleuejigration au premier ordre (pointillé vert). A
gauche, on isole simplement le terme anharmonique. A drit@art d’une solution harmonique optimi-
sée.

5.3.2 Corde vibrante inhomogéne

C’est un probléme intéressant en soi, mais qui présentedrigembreuses analogies avec I'équation
de Schrodinger : équation erett dont les modes stationnaires sont gouvernés par une égudatsecond
ordre ens, discrétisation des pulsations ou énergies par impogitasnconditions limites, . . ..

Rappelons I'équation de la corde. On suppose qu’elle restthp de la position d’équilibre horizontale
(la gravité est négligée, qui donnerait une fleche en formghdénette), et la pente locale reste faible. Soit
T la tension horizontale, la méme partouty§t, ¢) décrit la déviation verticale en fonction de la position
x et du tempg, la force verticale exercée par la partie droite sur la pagéiuche est'dy/dz. La loi de
Newton, sur un élément de longueiur et de masse(x)dx s'écrit

?y(z,t) Oy(x,t) Oy(x,t)

p(z) dx =T -T =2 | (5.27)

ot? or |, s, or |,

et en passant a la limite, on obtient I'équation bien connue

aQy(xa t) 82y(x, t)

(z) 2 T R (5.28)
Si la masse linéique est constanigéy) = «a, cette égquation admet parmi ses solutions des ondes progres
sivesy(z,t) o« cos(wt + kx + ¢) de n'importe quelle pulsation pourvu que le nombre d’onde lui soit
reliée park = w/c, ol la vitesse de propagation est indépendante de la fréguetdonnée par= /7'/a.
Pour une corde de longuelir tendue entre les poinis= +L/2, on peut chercher les modes stationnaires
y(x,t) = cos(wt + ¢) f(x) et f(x) = A sin[k(x + L/2)] satisfait I'équation de propagation/si= w/c
et la condition limite & gauche. Celle de droite do#ne n /L oun € N*, etdonav = ncn/L, avec un
fondamental et des harmoniques.

Corde avec masselotte Imaginons d’abord un fil de pécheur, de masse linéique uniar, avec au
milieu un plomb ponctuel de masse
On peut traiter le probléeme a partir de I'équation de la
—L/2 L/ - i
] corde sur chacune des deux portions, I'équation de Newton
pour le plomb et des conditions de raccordement appropriées

. \oila, assez rapidement, le déroulé. On cherche une splutio
FIGURE 19 — Corde vibrante avec masse

ajoutée Y(x,t) = y(x) cos(wt) , (5.29)

avec annulation em = +L/2, continuité enz = 0, et solution sinusoidale pour # 0, ce qui est réalisé
par

_ Jasin(k(L/2+2)) siz <0,
= {a sin(k (L/2 —z)) siz>0, (5.30)
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donc une discontinuité de dérivé§07) — 3'(0™) dont le produit pafl’ donne la force vertical exercée
par la corde sur la masse. La loi de Newton donne donc

Tly'(07) = y'(07)] = —mw?y(0) (5.31)
! 2T cos <WL> = —muw sin (OJL) (5.32)
¢ 2¢ ) 2¢ )’ '

qui donne les valeurs possibles de la pulsation
La variante ci-dessous permet de mettre en ceuvre la

) distribution de Dirac. Si on cherche une solution station-
8L naire de pulsation de (5.28), soift’(x,t) = cos(wt +
@) f(x), la partie spatiale vérifiera
6,
T f"(x) +w? (a+md(x)) f(x) =0. (5.33)
4,
Ici, au contraire des fonctions du temps, pour lesquelles
ol on peut chercher & exprimer la causalité, on n'a pas de
raison de privilégierr > 0 ou z < 0. La fonction
m |sin(k x)|/(2k) satisfait I'équation ci-dessus en dehors de

0.2 0.4 0.6 0.8 x = 0 et présente un saut unité de la dérivée, ce qui se tra-
duit par un pic delta pour la dérivée seconde. En ajustant

FIGURE 20 — Pulsation fondamentale d'un es coefficients, on trouve la solution

corde de longueul. = 1 de masse linéique
a = 1, d'e tensiorl’ = 1, surchargeg en son F(x) = A cos(kz) + B sin(k )
milieu d’'une massen. Courbe supérieure : ) )

calcul au premier ordre. Courbe inférieure : +w*mAlsin(kz)| /(2kT), w=ck (5.34)

calcul exact. . .
et les conditions limites em = £ /2 donnentB = 0 et

cos(k L/2) + (m/T) (k/(2a)) sin(k L/2) =0, (5.35)

qui permet de calculét puisw.

Puisqu’on dispose d’une solution exacte, on peut testeappsoximation. Elle consiste a chercher la
meilleure corde homogéne qui donne une fréquence qui nasstrpodifiée par la correction au premier
ordre.

Pour le cas général d'une distribution de masse), la partie spatialg (z) associée a une pulsatian
doit satisfaire

() + “(””T)WQ fl@)=0, (5.36)
décomposée en ) B
f"(@) + K f(z) = K*(1 = a(x)/a) f(z), (5.37)
qui se transforme en équation intégrale
f(z) = Asin[k(z + L/2)] + l%/l (1 —a(2")/a) sin[k(z — 2")] f(z")da’ (5.38)
—L/2

En partant dé& = 7 /L, qui satisfait aux conditions limites, on choigitle maniére a ce que le second terme
maintienne au premier ordre (qualficest remplacé dans l'intégrale par le premier terme) I'aathah de
f(x) enz = L/2. On obtient successivement
+L/2 ~ B +L/2 _ -
a / sin[k(z+L/2)] sin[k(L/2—2z)]dx :/ a(x) sin[k(z+L/2)] sin[k(L/2—2z)]dz (5.39)
—L/2 —L/2

puis la vitesse moyenne = ,/T'/a et enfin la pulsation approchég,, = k. La figure 20 montre la
comparaison entre les valeurs exacte et approcheeqgendm varie.
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5.3.3 Equation de Schrodinger

Prenons le cas d’'un probléeme de mécanique quantique a ueasion
—"(z) + V(2)(z) = E¢(z) (5.40)

ou le potentiel et I'énergieFE ont absorbé le facte@m /A2
Parmi les cas exactement solubles figurent le puits carré,

W qui requiert un ajustement d’'une solution exponentielle a

I'extérieur et sinusoidale a l'intérieur. L'énergie estslalu-
/\ tion d’'une équation qu’on peut résoudre par intérations ou
d’autres procédés numériques. Voir, par exemple, la figlire 2

- - 2 * Quand la profondeur augmente, la fonction d’onde est de
plus en plus localisée dans le puits, et a la limite

Vi) = Sll>a, (5.41)
0 silz|<a,

-0.5r

FIGURE 21 — Etat fondamental dans un
puits de largeur 2 et de profondeur 1. avec toutes les précautions d'usage, car la variation trop
brusque du potentiel n'est pas trés physique. La solutian no
normalisée{(z) = cos(rx/(2a)), By = n%/(4a?)} cor-
respond a I'état fondamental.
Imaginons maintenant un petit potentiel résiduel a I'iietdr de la cavité, par exemple

v(r) = ax?. (5.42)
A lintérieur du puits, I'équation de Schrodinger s’écrit E
V(@) + (B = 0)(z) = (v(z) — 0)Y(2) (5.43) 2§ —

-—
2 6/
N sz ~ - . —
ol I'on a, comme dans les exemples précédents, décompeséke t

perturbateur en un potentiel moyeravec lequel I'équation est so- 24
luble (ici une constante), et le reste. En posaht= E — v, avec 22!
k > 0, on retrouve qué = /(2 a) est la fagon la plus économique ‘ ‘ ‘ ‘
de satisfaire aux conditions limites quand le membre dealest 0.0 05 10 15 209
négligé dans I'équation intégro-différentielle équivake a (5.43)

qui donney(z) FIGURE 2? - Etat fondamental dans
un puits infini de largeur 2, avec

< ) un potentiel résiduek 22. En bleu,
P(x) = A cos(kx) + /sin[k(x —a')] [v(z) — 7] 1/)(];”5 ) dz’ .  solution exacte, en rouge pointillé,

traitement au premier ordre de la
(5.44) perturbation.
Pour que la condition limite a droite reste satisfaite aurpee
ordre, c’est-a-dire quand(z) est remplacé dans lintégrale par
A cos(k x), on doit imposer que

—a

+a
/ cos?(kx) v(z) dz
= .
/ cos?(k ) dx

—a

E—Ey=0= (5.45)

qui donne la correction d’énergie comme valeur moyenne tenpiel supplémentaire avec comme mesure
la densité (carré de la fonction d’onde) obtenue dans lel@nodnon perturbé. Le résultat est tres général.
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5.3.4 Lien avec la théorie des perturbations

En algébre linéaire, on peut exprimer les valeurs propresaturs propres d'un opératedr+ ¢ B
comme développement limité en puissances successivesC@s méthodes sont largement appliquées en
mécanique guantique, sous le nom de “théorie des pertarisdtiLe cas le plus simple est celui d’opéra-
teurs de dimension finie, agissant danR", réels et symétriques, a valeurs propres distinctes. Adoms
part de I'équation aux valeurs propres et imagine un dépelognt limité de la valeur propre et du vecteur
propre,

(A+eB)(Xo+eX1+--)=(Eg+eFE1+-)(Xo+eX1+--), (5.46)

on peut identifier a chaque ordre. On impose préalablementiegicorrections au vecteur propre sont
orthogonales &, par un choix de la normalisation, et on obtient, a 'ordreozé X, = Ey X, et a
l'ordre 1,

(A—Ep) X1 =(E1 - B)Xo (5.47)

trés semblable a I'équation (5.43). En prenant le prodaitse avecX, on trouve la correction aI'énergie

(Xo, B Xp)

By = 20220
! (Xo, Xo)

(5.48)
comme dans (5.45).

Pour le vecteur propre, il faut faire un peu attention. Li@téur A — E, n'est pas inversible, par
définition d’une valeur propre. Mais est inversible sa festn au sous-espace orthogonal & I'espace propre
associé a la valeur proprg,. On peut écrire tres schématiquement

X, =*(Ey— A" BXo, (5.49)

qui généralise le second terme de (5.44). Linvers&deA, ou A est 'hamiltonien, est appelé propagateur.
On peut écrire le résultat ci-dessus de maniéere plus rigsera I'aide de projecteurs. Séi le pro-
jecteur sur I'état d’énergi€, etQ, le projecteur complémentaire. On peut remplagepar Qo X:. En
multipliant (5.47) parQ,, on peut résoudre exactement dans le sous-espace comfaémele ce sous-
espace propre, et écrire
X1 =Qo[Qo(Eo— A)Qo] ' BXy, (5.50)

et on remarque que I'énergig; est éliminée.
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6 Equations de Sturm—Liouville

6.1 Rappels sur les matrices symétriques ou hermitiennes

Plagons nous d’'abord dafis* muni de la métrique euclidienne habituelle.4Aest une matrice réelle
et symétriquer x n, alors

— Ses valeurs propres sont réelles,

— Des vecteurs propres associés a des valeurs propregutiféont orthogonaux,

— La matrice est diagonalisable en base orthonormée.
Par exemple, la matrice de Paali, avec des notations évidentes

ax=<(1) (1)) M=1, =-1, Xlz(%g), XQ:(_ll/\g), (6.1)

se transforme ea, par simple rotation.
Noter que certaines matrices non explicitement symétsigueeivent d'y ramener par changement de
métrique, en modifiant I'échelle des axes. Ainsi

1 2 , 1 V6
(N (). 62
et plus généralement de toute matr2ce 2 dont les éléments non-diagonaux ont méme signe.

La démonstration des propriétés spectrales des matriedsséymétriques est classique, mais il est
utile de la rappeler pour pouvoir ensuite voir I'analoguagike cas des équations de Sturm—Liouville. La
propriété de symétrie dit queX’, AX) = (AX’, X) pour toutX et X', au lieu de(AX’, X) dans le cas
général, sid dénote la transposée de Si X; est un vecteur propre associé a la valeur propralors

0= (X7, AX;) — (A"XT, Xi) = (A7 — M) (X7, X) (6.3)

ce qui démontre la premiére propriété.
Pour)\; # \o, par exemple,

0= (X2, AX1) — (AX2, X1) = (M1 — A2) (X2, X1) (6.4)

ce qui montre quéX,, X;) = 0.

Pour la derniére propriété, on peut raisonner par récugre®gpposons la propriété vraie jusqu’a la
dimensionn — 1 et considérons une matrice réelle symétrigude dimensiom:. Le polyndme caracté-
ristique, de degré, a au moins une racine, qui est réelle, soitSoit X un vecteur propre associé &t
le sous-espace orthogonal. Comm& n’a pas de composante sfiret queA est symétrique, pour tout
vecteurY € £, AY n'a pas de composante sir. Autrement dit,A se décompose en un bloc diagonal
1 x 1 de valeurx et un bloc(n — 1) x (n — 1). En diagonalisant ce dernier, on a la résultat.

Enongons sans démonstration (elle est trés similaire)seltsd pour les matrices hermitiennes. On
se place dan§&>™, avec la métrique habituell@’, X) = Y7*X; + ---Y,*X,,. Pour toute matriced, on
définit 'hermitienne conjuguéd’ comme la complexe conjuguée de la transposée. Une mattidées
hermitienne sidt = A : ses valeurs propres sont réelles, ses vecteurs propresrgwygonaux et forment
un ensemble complet, ce qui signifie que si on normalise le&uEs propres, la matrices est diagonalisable
par transformation unitaire.

A titre d’exemple et d’exercice, on peut diagonaliser

0 —1
Oy = (z 0) . (6.5)

Un autre exemple est

3 0 0
A=|-i 0o i, (6.6)
0 —i 3



qui satisfaitA* = A (la matrice est égale a la transposée de la complexe comjupy@h pourra diagona-
liser cette matrice a titre d’exercice.

Noter que la théorie des opérateurs linéaires représeatéep matrices réelles et symétriques est relié
a celle des formes quadratiques associées elles-ausstbedatatrices,

O(z1,...,T,) = a1175 + 24102122 + - - = XAX, X= {z1,29,...,Zn}. (6.7)
Par exemple, la diagonalisation dg implique l'identité
2 2
T +y xr—y

2ry = — , 6.8

=) - () ©9)
mais il y a évidemment des manieres plus diverses de rééesifermes quadratiques comme des combi-
naisons linéaires de carrés. En mécanique classique otiquerpar exemple, il est fait beaucoup usage

de I'identité de Konig qui permet d’exprimer la somme desrgies cinétiques individuelles comme un
terme de mouvement collectif complété par une contribudiomouvement relatif,

2
pi | D3 (P +p2)* | mi+mo <m2p1 - m1p2> (6.9)

—+ =
2mq 2mo 2(m1 + mg) 2mime my + Mo

Noter finalement que la diagonalisation en base orthonodegenatrices hermitiennes implique une
propriété de stationnarité qui est la clé des calculs dasi&gtionnels” en mécanique. Séit= X +¢Y ou
€ est un nombre petifX une vecteur propre normé associé a la valeur pra@t” un vecteur orthogonal.
Poure = 0,onaAX = M\ X et (X|X) = 1. Il est facile de voir qugV,V) = 1 + O(e?) et que
(V,AV) = X+ O(€2).

Les opérateurs différentiels que nous considérerons @lssagissent dans des espaces de dimension
infinie. On généralisera facilement le concept de d'opératgmétrique ou d’hermitien, qui donnera des
valeurs propres réelles et des sous-espaces propresarthog Ce qui sera plus délicat, de sera de montrer
gue la suite des valeurs propres des opérateurs de Sturavilledend vers l'infini, et que les vecteurs
propres forment un ensemble complet, sur lequel de largsses de fonctions peuvent étre développées.

6.2 Wronskien

Un outil trés utile pour les équations différentielles hirés est lavronskiende deux fonctions

Wy, 1) =1y — Y1 Y2 - (6.10)

dont la nullité en tout pointimplique qug ety, sont proportionnelles. Inversemdit # 0 signifie que les
fonctions sont indépendantes. Pour une équation diffétenlinéaire, W (y1, y2) # 0 pour deux solutions
signifie gqu’il ne s’agit pas de la méme solution dupliquée daateur pres.

Pour une équation linéaire du second ordre sans dérivéagrem

y"(x) +alz)y(x) =0, (6.11)
satisfaite pay; (z) etys(x), on déduit facilement
y1(2) yz (2) — vy (2) y2(2) = AW (y1,92)/dz =0, (6.12)

c’est-a-dire que le wronskien reste constant : deux salatibien différentes” le restent.
Pour une équation avec dérivée premiere, I'évolution dunekin est un peu plus subtile. Soit

y" () + b(x)y'(z) + a(z) y(z) =0, (6.13)

la nouvelle équation, et encoge et y» deux solutions. Par combinaison (on multiplie par’équation
pourys, pary, celle poury; et on retranche)

dW (y1,y2)/dx + b(z) W(y1,y2) =0, (6.14)
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soit pourw(z) = W (y1,y2),

w(r) = w(wg) exp [—/ b(z") d:c’] , (6.15)

To
qui ne s’annule que si l'intégrale diverge. Donc deux sohsiindépendantes le restent, mais peuvent
diverger ou converger. Par exemple, pour une oscillateorthaveca > 0 etb > 0 constants, les solutions

tendent exponentiellement vers zéro et ont donc un wronskika l'infini.

6.3 Définition d’'une équation de Sturm-Liouville

Il s’agit de certaines équations différentielles et aueuas propres du type

p(@)y"(z) +r()y' (x) + q(@) y(2) + Ap(z) y(z) =0, (6.16)

q(z) et p(x) sont des fonctions réelles de la variable réelleomplétées par des conditions limites, une
relation entrep(z) etr(x) et des conditions de positivité spet p.
On peut réécrire cette équation comme

d2

= r(x) 4 +q(z)| , (6.17)

Ly=Xpy, L=—|p(x) P

avec des conditions qui donnentfades propriétés qui généralisent celles des matrices sigmésr ou
hermitiennes.

Voyons d’abord quelques exemples simples, ou du moins apehnous essayerons ensuite de dégager
des résultats plus généraux.

6.4 Corde vibrante

Avec des unités appropriées qui permettent de fixer a la
Y(X) valeur unité la longueur et le rapport de la tension masse
linéique, on a une équation de propagatidpu(z,t) =

¢ ~
100 [/ \J D Dpeu(x,t), avecu(0,t) = u(1,t) = 0, et si 'on cherche
0.5/ \ un mode stationnaire(x, t) = exp(i wt) y(x), avec
02| \04 V.e 08 Ao~ 0
~0.5; \
= w
-1.0f '
o y(0) =y(1) =0

FIGURE 23 — Premiers modes d’une cordées solutions sont trés connues= n?, oln € N* est un
vibrante entier positif, ety (z) = v/2 sin(n 7 x). Voir figure 23.
On vérifie directement les propriétés suivantes :

(6.18)

. les valeurs propres sont réelles.

. elles forment une suitg,, bornée inférieurement et tendant verso quandn — oo.
. les fonctions propreg, sont orthogonales,

. Y, possedén — 1) zéros dang0, 1],

ga b WO DN B

. les zéros de, ., et dey, sont intercalés, soil < a:§”+1> < a;g")

2D ) )

n— n—

(n+1)

<y <2 <. <

La démonstration a partir de I'équation est instructive gdie permet des généralisations a des cas ou I'on
ne dispose pas d’'une solution explicite.
En combinant
yi’—i—)\l Yi :0, et y;-'—&-)\j Yj :0, (619)
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on obtient
AW (y;,y;)/de + (A; = X)) yiy; =0, (6.20)
et par intégration,

1
(AT =) / yi yjde =0. (6.21)
0

Donc sii = j, comme l'intégrale est positive, on voit qug est réel. Si # j, les fonctions sont ortho-
gonales, au sens du produit hermitien défini par cette iatég€omme I'équation différentielle (6.18) est
réelle, on peut choisiy,, réel, ce que nous supposerons désormais.

Y
Y
0 a\ o Ja b\ !
(a) Premier zéro (b) Entre deux zéros

FIGURE 24 — Disposition des zéros de deux solutions de valeurs @sopr(rouge) et\s > \; (bleu).

En exploitant (6.20) entre 0 et on obtient

W) (@) + On = N) [ e =0, 6.22)

Supposons qu&s > A; et quea soit le premier zéro dg,. Pourx = a, ona
—ya(a)yi(a) + (A2 — A1) /O“ y1y2dr =0. (6.23)
si on choisit quey, soit positif entred et a, avec dongyj(a) < 0, on voit que I'hypothesgs > 0 pour

0 < z < a estincompatible avec I'équation (6.23). Voir figure 24(a).
Si'on recommence entre deux zéros successifg deoir figure 24(b) on a

—y2(a)yi(a) — y2(0)y; (D) + (A2 — A1) /03’ y1y2dr=0. (6.24)

et le scénarig; > 0 ety, > 0 entrea etb, ¥} (a) > 0 ety;(b) < 0 est exclu.
En conclusion, un état propre avec valeur propre- \;

Y(X) s'annule au moins une fois entre les zérogder). En fait
une analyse plus poussée montre que le nombre de zéros
1.0f augmente d’'une unité quand on passe d’'une valeur propre
e a la valeur propre immédiatement supérieure, le fondamen-
‘ ‘ / ‘ ‘ tal étant sans nceud. Nous ne donnerons qu’une indication :
0.2\\\0.4 0 107" I'orthogonalité est en fait plus générale. Pour toute valeu
-0.5¢ réelle \, on peut définir une fonctiop(\, z) qui satisfait a
-1.0 la condition limite & gauche. Et on aura la généralisation de
(6.23) suivante

FIGURE 25 — Evolution continue d'un état — W (y(\, z), y(\, z))

propre au suivant : les nceuds se déplacent P

progressivement vers la gauche. +(A=X) / y(\,z)y(\N,z)dz =0, (6.25)
0

avec la méme conséquence ASi> A, y(\', z) possede au
moins un nceud entre deux zérosyde, z).
Si A 7 en partant de\;, le zéro e = b, et les autres zéros dg se déplacent continliment vers la
gauche, jusqu’a ce qu’'un nouveau z€éro apparaisse-et, lorsque) atteint la valeur\; . ;. Voir Fig. 25.
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6.5 Polynémes de Legendre

Chacun est solution de I'équation

1P,‘(X) m2

* —[(1—x2)y']'+m:/\y:0, (6.26)
o3 qui est de type SL. Le cas habituel est= 0. Pourm entier
‘ o ‘ . x honnul, on parlera des polynémes de Legeradisocies
10} -8§ /0‘5 1.0 Les conditions limites sont telles que et 4/ sont fi-
~o5—" nis quandx — =1, ce qui détermine les valeurs propres
A ={({+ 1), avecl € N. La normalisation habituelle des

~1.0f polyndmes de Legendre eBt(1) =

Pourm = 0, la solution est donnée par la formule de
FIGURE 26 — Allure de premiers poly- Rodriguez

némes de Legendre.

1 df '
A=L{+1), LeN, Py(z) = BTl dx"( -1, (6.27)
avec les résultats connus poue 0, 1,. ..
1 2 1 3 1 4 2
P,(x)=41, z, 5(3x —1),5(5:5 —3x),§(35x — 30z +3),... , (6.28)

avec l'allure donnée sur la figure 26, réduite-d, +1, ou I'on peut observer la normalisatid?, (1) = 1,
I'alternance de fonctions paires et impaires, le nombressamt de zéros, et leur entrelacement pour deux
valeurs successives @eL'orthogonalité s’exprime par

1
2

Noter aussi la fonction génératrice

1_2m+z2 ZP (6.30)

Les polynémes de Legendre constituent le prototype le pinpls et le plus connu d’ensemble de poly-
némes orthogonaux.
Pour comprendre le rble des conditions limites, indiquons

Q) la forme de I'autre solution, choisie comme
1 1+z
2t =-1 31
| Qo(x) 5 InT— (6.31)
‘ _y  etplus généralement
-1.0 - 0.5 1.0 ) 1+
_1F X
! Qn(x) = 5 Pa(w) In = = Wi () , (6.32)
2 — X

ou,, estun polyndme de degre L'allure de@, est donnée
sur la figure 27. La solution la plus générale pour= 0 est
donca Py(z) + B Qo(x). Imposer la régularité em = +1
sélectionne dong = 0.

Une application importante des polynémes de Legendre etsapblyndmes orthogonaux est l'inter-
polation de fonctions et le calcul approché d’intégralesinB maniére générale, une fonction définie sur
au moing—1, +1] peut étre interpolée de maniére polynomiale & partir de lsvann points{z;}, soit

FIGURE 27 — Allure deQ(z).

L oy ) ) i) (o =) (6.33)

(i —x1) - (2 — i) (T — Tig1) - (T — x0)
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ce qui permet d’estimer une valeur approchée en d’autregspei une valeur approchée de I'intégrale. En
utilisant comme points les zéros du polynéme de Legefti(e), soit

B n Pn(x)
i=1
on obtient remarquablement une valeur approchée de lialgg

+1 n
F(x)da ~ Z F(z;)w; (6.35)
-1 i=1
gui est exacte pour tout polynébme de de®yré— 1 ou inférieur, ce qui est trés économique. Les logiciels de
calculs stockent bien-s0r les valeurs des abscissgset des poids associés; }, pour lesquels on peut

démontrer que
+1 Py(x) )
e /4 G P T T D P ) Pona () (6.36)

6.6 Polyndmes d’Hermite

Une définition possible est
H(X)

\ 10¢ / H,(z) = (—1)" exp(a? /2);7 exp(—22/2).  (6.37)
x’ﬂ
g é/ qui donne pour les premiers (voir figure 28)
G2 ST 3 Ho(z) =1
s Hy(x) = 2z
Ho(x) = 42 — 2
1ot , (6.38)
Hs3(x) = 8z° — 12z
FIGURE 28 — Allure des premier#l,, (). Hy(x) = 162 — 4827 + 12
Hj(x) = 322° — 1602° 4 1202

La normalisation est telle que le coefficient d& est2™. Ces polynémes sont orthogonaux, mais pas
orthonormés, vis—a-vis de l'intégration sBravec un poidsxp(—z?). lls sont d'ailleurs utilisés, sous
cette forme ou sous quelques variantes, en statistiquela@on d'orthogonalité est

/ H,(z)H,(z) exp(—z?)dz = n! 2" /T . (6.39)
H,, est une des solutions de

u' —2zu = -2)\u, (6.40)

pour A = n. Pour d’autres valeurs de il n’y a pas de solution polynomiale. L'autre solution ingple la
fonction erreur et des polynémes.
Une autre forme de cette équation différentielle est

—lexp(—2?/2) u]” + 2? [exp(—2?/2) u] = (2 A + 1) [exp(—2?/2) u] , (6.41)

ou I'on reconnait I'oscillateur harmonigue de la mécaniquantique a une dimension.
Les polynémesH,, (x) servent a interpoler des fonctions et a calculer des ingg@ec un poids
exp(—2?). La formule an points, dite de Gauss—Hermite est

— 00

+o00 n
/ f(z) exp(—2?)da ~ Zwl f(zi), (6.42)
i=1
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ou lesz; sont les zéros dél,, et les poids donnés par

2l V7 (6.43)

Y R Hy ()

Revenons aux équations différentielles (6.40) et (6.41ppons comment la “quantification” apparait
si on impose quéim, .+, u(x) exp(—22/2) = 0. Remarquons d’abord que giest solution, sa partie
paire et sa partie impaire ('une peut étre nulle !) sontohs séparément. On peut donc chercher d’abord
une solution paire, sous la forme

u(r) =ap+ar2® + - +a; 2+, (6.44)

qui donne la relation de récurrence

G = ¢ 22i—A) (6.45)

2i+2)(2i+1)

Dans le cas générat,1/a; — 1/(i + 1) comme pour le développement en sériesxde(x?) et nous
admettrons qu’effectivement(z) diverge commexp(z?) et que les conditions limites imposées ne sont
pas satisfaites. Par contre Jsiest un entier pair, soik = 2n, la série s'arréte au rang= n et nous
obtenons un polynéme pair.

De méme, la recherche d’une solution impaire donne

u(w) =Y bix? Tl 20 (204 1) by = 2[(2i — 1) = A b; (6.46)

et I'on retrouve le méme scénario d’explosioneam(z?) sauf siA = 2n — 1 olin € N*.

Inversement, si on part d’une solution réguliere & grandn trouve une solution qui sera en général
irréguliére quand: — 0 sauf pour les valeurs déja identifiées du parametRour les experts, une solution
de (6.40) est la fonction hypergéométrique de Kumii¢r)/2,1/2, 22) qui croit trés modérément a
I'infini et donc satisfait & nos conditions limites, mais & comporte eff|/T'(—A/2) quandz — 0.
Cette discontinuité de dérivée doit évidemment sauterucsea passe ', la fonction qui généralise la
fonction factorielle des entiers, devient infinie. C'estds pour\/2 = 0,—1, —2, —3,..., etonretrouve
les polynémes de Hermite pour ces valeurs.

6.7 Autres polynémes orthogonaux d’usage fréquent

Les polyndmes de Laguerre, que I'on rencontre dans leslgstsoulombiens sont orthogonaux dans
[0, +00[, avec une fonction poidskp(—z).

Les polyndmes de Chebyshev de premier ou second type sbiogortaux dan$-1, +1], avec une
fonction poids(1 — z2)¥'/2, respectivement. Ce sont des cas particuliers des polys@méacobi, pour
lesquels la fonction poids et — z)* (1 + z)?. Dans chacun des cas, ils sont la solution polynomiale (&
un facteur prés) d’'une équation différentielle du type

g2(2)y" (x) + g1(z) ¥ (x) + any(z) =0, (6.47)
ol a, ne prend que des valeurs discrétes indicées par I'entientre deux valeurs successives, il n'y a pas
de solution polynomiale. L'équation (6.47) peut se rameneane forme de Sturm—Liouville.

6.8 Forme canonique de I'équation de Sturm-Liouville

Il'y a plusieurs maniéres de réécrire une équation linéairsetond ordre. Nous avons par exemple
déja évoqué l'oscillateur amorti

y'(z) +2by'(z) +ay(z) =0, (6.48)
qui peut se réécrire

y(r) = exp(—bz)u(z), u(x) + (a —b*)u(z) =0, (6.49)
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correspondant a un systéme sans amortissement.
La forme canonique d'une équation de Sturm-Liouville est

px)y" (@) + r(x)y' () + q(@) y(z) + Ap(z) y(x) =0, r(z) =p'(2) (6.50)

avecp(x) > 0 etp(x) > 0.
Sila conditionr(z) = p/(z) n'est pas satisfaite, on peut s’y ramener. On multipliedtipn parf(z)
et on cherche a ce qyéz) r(z) = [f(z) p(z)]’, ce qui déterming (x) & une facteur constant prés.
Par exemple, I'équation de Bessel :

22y +xy + (V22 —-1vHy=0, (6.51)

peut se réécrire
(xy) + N2 —v?/z)y=0. (6.52)

6.9 Conditions aux limites pour I'hermiticité

La solution n’est déterminée que si I'équation différdigiest complétée par des conditions limites.
Noter cependant que pour une équation de Schrédinger & n@msiion, la condition d’annulation rapide
pourz — +oo ne détermine la solution, quand elle existe, qu’'a une catestaultiplicative pres, qui
correspond a un choix de normalisation.

Supposons que I'on cherche des solutions dans un interivaBg fini d’abord, qui pourra ensuite
étre rendu infini. Imposer seulemeyi{a)/y(a) donne en général (a un facteur prés) une solution, soit
y1(x) pour toute valeur da. De méme, imposey’ (b)/y(b) donne une autre solution, s@it(x). Imposer
simultanémeny’(a)/y(a) ety’(b)/y(b) revient a chercher s'il existe des valeursidgour lesquelleg, ()
etys(x) sont proportionnelles, et la réponse est en général négativ

Considérons par exemplé (z) + Ay(xz) = 0 sur]0,1]. La conditiony’(0)/y(0) = 0 fixe y1(z) =
cos(v/Ax), tandis quey/ (1) /y(1) = oo déterminey,(x) = sin(v/ (z — 1)) qui ne sont évidement com-
patibles que si/X est un multiple der /2.

Voyons le cas général. On veut obtenir, pdyy = (py’)’ + qy, que

b b *
/ v (Lyr) de = l / yf(&w)dx] . (6.53)

Prenons le cas ou tout est réel pour alléger I'écriture. Isecoaplexe suit le méme raisonnement, mais il
faut bien-sOr imposer la réalité geet . Par intégration par parties,

b
/ v (L91) — 11 (£92)] dz = [y2py, — 1 pil" (6.54)

L'orthogonalité globale ne nécessiterait due ]2 = 0, mais pour bénéficier de I'*orthogonalité locale”,
qui conduit au théoreme nodal, on impose I'annulaiéparémentnz = a et enx = b. Ce qui est réalisé,
on peut s’en convaincre rapidementlsi € R et35 € R tels que

y(a) cosa — p(a)y’(a)sina = 0,y(b) cos B — p(b)y'(b)sin B =0. (6.55)

6.10 Reésultats généraux pour les équations de Sturm-Lioulel

— Les valeurs propres sont réelles,

— Les fonctions propres sont orthogonales[sub], avec la fonction de poids(x).

— Ces fonctions propres ont un nomhre= 0, 1, ...de nceuds, qui varie de maniére monotone en
fonction de la valeur propre,

— Les nceuds de deux fonctions propres successives soraeése
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6.11 Application a I'équation radiale de Schrodinger

Cherchons les états liés= 0 dans le potentiel de Yukawa

u(r) attractif
V(r)=—g Lp(;ar) : (6.56)

Au contraire des cas & = 1 oud = 2 dimensions, au
contraire des cas de potentiels confinants (oscillateumdar
nique) ou de potentiel de longue portée (Coulomb ), I'exis-
tence d'un ou plusieurs états liés n'est pas garanti. |l faut

NO ' soudre I'équation radiale (on suppos®/(2) = 1 ou ab-

_1t sorbé dang et F)

FIGURE 29 — Fonction d'onde radiale a —u"(r) — g exp(—ar) w(r) = Eu(r), (6.57)
énergie nulle pougy = 1, 2 et 8 dans le r

potentiel de Yukawa-g exp(—r)/r. et chercher si une ou plusieurs solutions existent &ec0,

u(0) = 0, u(r) — 0 quandr — oo.
Avant d’entreprendre le calcul complet, on peut étudiegidtion pourE = 0, en fonction de; (on se
raméne au cas = 1 par changement d’échelle, sans perte de généralité) :

vy exp(-r) Ho
—u'(r)—g———=u(r)=0, u(0) =0, (6.58)
r 2.0}
On le voit sur la figure 29, il y a un changement de régimet.s;
entreg = 1 etg = 2. Pourg = 1, la fonction d’'onde pour i
E = 0 ne s'annule pas, ce qui signifie qu'il n'y a pas d'état”
propre avect < 0. Par contre, poug = 2, il y a un zéro, 05
et donc un état lié. Poyr = 8, un second état lié est apparu.
Bien-sdr, on peut raffiner le balayage g¢npour établir plus
précisément les seuils de couplage. . ) N
On peut aller plus loin. Pous = 2, on intégre 'équation F'GURE 30 — Fonction radiale réguliere a

depuisr = 0 avecE = —0.03 et E = —0.01. Les résultats |'0rigine, pour un coEJpIage attractyf =

sont montrés sur la figure 30. 2 et deux energies d'essdi, = —0.03 et
On conclut que I'énergie du fondamental est entre les ddus —0-01.

aFE = —0.03, il n'a pas de zéro, mais & = —0.01, on est

au-dessus, et la fonction radiale s’annule.

On verra dans I'exemple ci-dessous que si, pour une va-
leur propre d'essai, on calcule aussi la solution qui saitisf
aux conditions limites a droite, on peut estimer une correc-
tion qui permet d’approcher par itérations la valeur exacte
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6.12 Correction a la fréquence propre pour une corde

Reprenons I'exemple de la corgé + Ay = 0 avecy(+1/2) = 0, etimaginons que I'on parte d’'une
valeur\; = k7 quelconque, qui ne soit pas du typg= n 7 avecn € N*. On peut adopter des solutions
a gauche et a droite, et s’arranger pour g(® = 1 dans les deux cas, soit

) sin(ki(1/2 —2)/sin(k1/2)si x>0,
n(@) = {sin(kl(l /24 2)/sin(k1/2)si x>0, (6:59)

La dérivée présentera une discontinuitéres 0, de valeure = 2 cot(ky/2). Ce qui signifie que nous
avons établi une solution non pas du probleme initial, maiédjuation modifiée

y' () + Ay(x) — ed(x)y(x) - (6.60)

On revient a I'équation initiale en ajoutant une interactid (x), que I'on peut traiter au premier ordre
(voir le paragraphe sur la corde lestée d’'une masselotte).

La figure 31 montre la bonne convergence du processus sitbest On part dé; = 12 et on arrive
vite trés pres de la valeur exadte= 3 7.

k
125 y(X)

12.0t (]
11.5¢ ®

2
11.00 ﬁx
10.5¢ ® ‘ ‘ X
WZ W
10.0- -1t

°
9.5¢ PY _2f
. . . . n _af
0 1 2 3 4 5 3
(a) Nombre d'onde (b) Profil

FIGURE 31 — Corrections itératives de raccordement pour une cabidante,

On voit sur la figure 31 qu'au fur et a mesure, le profil devienspégulier : les solutions gauche
et droite tendent I'une vers l'autre, et convergent versolation exacte. La méthode a été utilisée ici
artificiellement sur une équation dont la solution est déjancie. Elle peut étre mise en ceuvre pour la
recherche de valeurs propres d’équations plus difficiles.par exemple, [2].

6.13 Factorisation des équations différentielles et des égtions de SL
Prenons d’abord I'exemple des équations d’oscillatiorDSk d/dx, on a
D?+4a?>=(D+ia)(D—ia) = (D —ia)(D+ia) (6.61)

Pour que(D? + a?) y(x) = 0, il suffitde résoudréD — ia)y(x) = 0 ou bien(D +ia)y(z) = 0, ce
qui donney(x) x exp(+iax), permettant de construire une base de solutions pour [fi&guariginale.
Mais évidemment une solution comraes(a ) n'annule aucun des facteurs. L'intérét est de résoudre une
équation du premier ordre au lieu du second.
La généralisation a une équation linéaire a coefficientstamts d’ordre quelconque est immédiate et
meéne a la méthode de I'équatioaractéristique Dire que
n
D"+ an D" ' +--canD+ag=[[(D-r), (6.62)

=1
revient a chercher les solutionsde I'équation polynomiale

P " g+ ag =0, (6.63)
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et de construire une badexp(r;z)} de solutions de I'équation différentielle. Noter que si uaeiner;
est doubleexp(r; x) etz exp(r; ) sont solutions du facteUD — r;)? y(z) = 0 ce qu'on peut vérifier
directement ou comme limite des combinaisp®(r, x) +exp|ry x)]/2 etlexp(r, ) —exp[ry )]/ (ra —
rp) quandr, — rp, — 7.

La factorisation est plus délicate pour une équation a @iefiis non constants, cAr ne commute pas
avec les fonctions. Par exemple, pour factori®ér+ a(x), on peut utiliser l'identité [1]

[D ¥ a(@)][D £ a(z)] = D* + a*(z) + /() , (6.64)
et résoudre I'équation de Riccati efz)
?(x) F o/ () +a(z) =0. (6.65)
Par exemple, pout(z) = —xz? F 1, on vérifie directement que
(D+a)(DFz)=D*—-2F1, (6.66)

a la base de la méthode de Dirac de résolution de I'oscilld@umonique (voir plus loin).
Un exemple plus compliqué est [1]

1 7 5 1
1 2 —
Yy —(x _2x+3+x+4w2_9€3+x4>y_0’ (667)
qui s’écrit
1 1 3 1

_ 4+ = -1 6.68
x+1+:r71 2x+x2+gj ’ ( )

D+a)D—-—a)y=0, a=

et permet d’identifier la solution particuliére

2 —3/2 1 a?
y=(z*-1)zx exp —E—&———x . (6.69)
Revenons a I'oscillateur harmonique. L'identité
—(D—z)(D+z)=-D*+2%>-1, (6.70)
montre que I'annulation d® + z, réalisé par la gaussiendg(z) = exp(—x?/2) (non normalisée ici)
implique que(—D? + 2%)¢y = ¢y ce qui établit une valeur proppe = +1 pour 'opérateur-D? + 22,

avecg, comme vecteur propre associé.
On généralise assez facilement a

1 1 1
—(D—x—i-g:) (D+m—é—;>:—D2+£(€:E4;)+x2—3+2€, (6.71)

qui permet de retrouver I'état le plus bas de I'équationatedile I'oscillateur harmonique spatial, de mo-
ment angulaire et d’énergie3 + 2/, et de fonction d’onde radiale: (> 0)

ug(x) = 1 exp(—22/2) . (6.72)
Pour l'oscillateur habituel a une dimension, on peut alles foin. Lidentité
(=D* 4+ 2*)(D — ) = (D — x)(—=D* + 2*) + 2(D — x) , (6.73)
montre qu’en partant d¢, et de sa valeur proprk, = 1, on construit de proche en proche
bn=(D—2)pp-1, (6.74)

avec valeur propre, = 1+ 2n.
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Pour I'oscillateur spatial, c’est forcément un peu plus pbgué. Dans le caé = 0, il faut appliquer
deux fois I'opérateuD — x pour passer d’'un niveau a I'excitation radiale supériecae on ne prend que
les états impairs de I'équation radiale & une dimensionnSieunt s'en tenir & des opérateurs du premier
ordre, on peut utiliser,

(41
+p+ L, (6.75)
xr

qui permet de progresser dd unité en moment angulaire et dd unité en excitation radiale, et donc de
proche en proche, de construire les vecteurs propres les padir des autres. Considérons, par exemple,
I'un de ces opérateur® = D + (¢ + 1)/r + r. On peut vérifier que

(=D*+0(l+1)/r* +7* = (20+3)B=B(-D*+ (L + 1)(¢ +2)/r?* +7r* — (2¢+5), (6.76)

ce qui démontre (voir les fleches vertes sur la figure 32) quengpart d'un état de moment angulaife- 1
et de valeur propré? + 5 + 4n, oun € N, on obtient soit zéro (41 = 0) soit un état propre de moment
angulaire? + 1 et de valeur propre ¢ + 3 + 4 n, c'est-a-dire correspondant au méme nombre radial.

E
11

—
o

— N W ke OOy N 0 ©

FIGURE 32 — Spectre de I'oscillateur spatial et action d’'un des aigérrs de transition.

Le cas du potentiel coulombien peut étre traité de maniéatogne. Apres changement d’échelle, on
peut écrire

Le+1 1
ho=-pry TN L (6.77)
r T
I'opérateur dont on cherche les valeurs propres du spetsteeet] by u,, ¢ = —k*u, ¢, aveck > 0. Le
procédé élémentaire consiste a isoler les comportements @Getr grand, soit
wgn =1 exp(—kr)v(r), (6.78)
ouwv(r) satisfait
!/
U)okt D) 4 2k () — 204+ 1)) ey o, (6.79)
T T

et si on cherche un développement en séries
v(r) = Zai rt, (6.80)

on obtient la relation de récurrence

an 14 2k(14+n+2D)] = ans1 (n+1) (n+20+2), (6.81)

47



qui montre qu’en général la série est infinie, awgeg; /a, — 2 k/n quandn — oo, Soitv(r) ~ exp(2kr)
pourr grand, ce qui ne convient pas, mais qué/gi = 2(n+ ¢+ 1), oun est un entier positif ou nug(r)
est un simple polyndme, ce qui donag-) normalisable.

La méthode un peu plus élaborée consiste a introduire deatepés qui permettent de modifier soit
an’ = n+ £+ 1donné ¢’ est appelé le nombre quantique principal), soit de modifi@¢ donné. L'une
d’eux est

+_ ¢
¢ T

1
——=xD. .82
57 (6.82)

Par exemple, 'identité
he Altrl = Altrl hisa, (6.83)

montre comment passer d’'un état, ¢ + 1) a un éta{n’, /) de méme nombre quantique principal et donc
de méme énergie. Voir la figure 33.

E
t 4

—0.10
—0.20 | e

FIGURE 33 — Spectre dans le potentiel de Coulomb attractif. Les éeahdiquent la transformation étu-
diée. L'autre opérateur permet une progression verticale.

Inversementd, , fait progressef d’'une unité, a énergie constante. Résoutjie, u[r] = 0 donne fa-
cilement la fonction d’'onde de I'état denaximal a énergie donnée, qui est aussi I'état d’énergiémaile
a ¢ donné. On trouve

1
4(0+1)2

Les spectres des figs. 32 et 33 montrent des dégénérescemz@guables. Des conditions suffisantes
ont été obtenues pour que par exemple, le premier état Dsciéssus ou au dessous du deuxieme état
S, selon le sens de la concavitédé-) comme fonction de?, le cas limite correspondant a I'oscillateur
harmonique, ol varie linéairement avec®. Pour un potentiel linéaire (1D) > E(2S). De méme, la
dégénérescence du cas Coulombien a été associéé & 0. Si AV reste de signe constant, on aura un
écart systématique, avec par exempl@P) > E(25) ou E(2P) < E(2S) dans les notations habituelles
de physique atomique. Effectivement, I'électron extéridfun atome alcalin voit une charge plus grande
gue+1 a courte distance, car I'écrantage des électrons intesteaans fort. Par contre, dans un atome
muonique, le muon négatif pénetre un peu dans le noyau, etlenc une charge inférieure52. Ce
qui signifie AV de signes opposés dans les deux cas, et effectivement dasebrde sens opposés de la
dégénérescence coulombienne sont observées.

u(r) = exp[—r/(2(0+1))] . (6.84)

€ =

Potentiel de Péschl-Teller Parmi les cas connus de potentiels solubles en mécaniquéige, figure
le potentiel de Pdschl-Teller

U
Ulx) =——F5— 6.85
(@) cosh?(a) ( )
ici dans sa version la plus simple. Il correspond & I'équetadiale
h? U
o ¢"(x) - m p(z) = Ep(z), (6.86)

ou il y a visiblement un peu trop de constantes. Par exempdem restent groupées it /m. Mais on
peut faire mieux et voir en TD qu’on peut se ramener a

holy(@)] = () — 29T yay — ey (6.87)

cosh?(x)
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L'opérateur différentiel se factorise assez facilementy@yen de
a4+ = g tanhx £ D | (6.88)

avec des identités comme
a_ay =hy,+g*, (6.89)

gui montre que I'annulation de, donne une solution sans nceud, normalisable, qui identfimtamental
deh, avece = —g.
A partir de
a_hg_1 =hga_, (6.90)

on voit qu'a partir du fondamental dg,_1, qui existe poug > 1, avec une valeur propre(g — 1)2, on
obtient par action de_ le premier niveau excité de,, avec valeur propre-(g — 1)%. Etc.
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A Calcul d'intégrales

Nous donnons ici quelques étapes pour démontrer la relgidi). Refaire les calculs en détail pourra
constituer un bon exercice. Les pianistes, apres toutbientleurs gammes.
Commencons par le tres classique

I= /000 exp(—2?) dz , (A1)

qui élevé au carré et évalué en coordonnées polaires, donne
I’ = // exp(—2? —y?)dady = (1/2) / rdr exp(—r?) = 1/4, (A.2)
0

d'oul = /m/2, carl > 0. Cette intégrale est trés utile en phsyique statistiquar{dition de Boltzmann)
et pour les calculs variationnels en physique quantiqueidd'de gaussiennes. Des développements bien
au-dela de ce qui est envisagé ici ont conduit aux travawonuvalu a leurs auteurs le prix Nobel de
chimie en 1998.

Le résultat ci-dessus explique le facteur de normalisadieria fonction “erreur” et de la fonction
complémentaire

erf(z) = \/E /0 " exp(ou?)du,  erfu(s) = \E / ~ exp(—u?) du . (A3)

Un cran au dessus est -
J= / exp(—z? — 1/2%) dx , (A.4)
0
se qui peut se réécrire
1 o0

J==
e Jo

exp [—(z — 1/z)?] dz . (A.5)

qui suggére le changement de variable= = — 1/z, soit

u
r=u+\Vuz+1, dr=(1+ —— | du A.6
< Vu? + 1) (A-6)
mais le deuxiéme terme du jacobien, impair, ne contribueqaas varie de,, a +oco. Le résultat est
LS
=y A7
52 (A7)
D’autres intégrales s’en déduisent ou se calculent de fagatogue. Pour > 0 etp > 0,
> dt NZ3
J(p, :/ exp(—pt — a/t)— = exp(—2,/ap) — . (A.8)
(p @) ; ( /t) 7 (—2y/ap) 7
Et par dérivation,
~ o dt N
J(p,a) = exp(—pt — a/t)— =exp(—2/ap) — . A.9
(p)/o p(—p /)W—3 p( \/p)\/a (A.9)

Ce qui signifie que la TL dexp(—a 2% /t) /t3/? est le membre de droite. En utilisant le théoréme sur la TL
d’une primitive s’annulant a I'origine, on déduit que

erfo(v/a/t) — exp(—2/ap)/p. (A.10)
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