
Agreg interne physique-himie 2012- 2013 � Mathématiques � Cours �� Champs salaires et vetoriels �1 Dé�nitions
• Soit un système physique ayant une loalisation partiulière dans l'espae E . Les propriétésde e système peuvent être dérites par des grandeurs, fontions des points de l'espae E ,appelées hamps.
• Champs les plus ourants :� Champ salaire : hamp dont la valeur en tout point où il est dé�ni est un nombre.Exemples : hamp de pression dans un �uide, hamp de température dans un métal ...� Champ vetoriel : hamp dont la valeur en tout point de l'espae où il est dé�ni estun veteur de l'espae vetoriel assoié à E . Exemples : hamp életrique, hamp desvitesses d'un solide, hamp de gravitation ...
• Champ uniforme : dans une région de l'espae, un hamp uniforme garde une seule etmême valeur.Exemple : aélération de la pesanteur terrestre (en première approximation).
• Surfae de niveau d'un hamp salaire : ensemble des points où un hamp salaire nonuniforme onserve une même valeur.
• Courbe de niveau : intersetion d'une surfae de niveau ave une autre surfae.Exemple : ourbes (ou lignes) de niveau du hamp altitude : intersetion des surfaes deniveau du hamp altitude ave le sol.
• Ligne de hamp d'un hamp vetoriel : −→V (M) est tangent en haque point de la ourbe.L'équation de la ligne de hamp est donnée par : −→V ×

−→
dl =

−→
0 .2 Gradient d'un hamp salaire2.1 Dé�nition et propriétésLe gradient au point M0 du hamp salaire f est dé�ni par : df = (

−−→
gradf)(M0) · d

−−→
OM ,où df est la di�érentielle en M0 du hamp et d−−→OM elle du hamp vetoriel position (appelédéplaement élémentaire).Propriétés immédiates :

•
−−→
grad(f + g) =

−−→
grad(f) +

−−→
grad(g)

•
−−→
grad(fg) = f

−−→
grad(g) +

−−→
grad(f)g
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2.2 Opérateur gradientOpérateur gradient (nabla), −→∇ : opérateur qui à haque hamp salaire di�érentiableassoie un hamp vetoriel, le hamp de gradient.
• Expression en oordonnées artésiennes

−−→
grad = −→ex

∂

∂x
+−→ey

∂

∂y
+−→ez

∂

∂z

• Expression en oordonnées ylindriques
−−→
grad = −→er

∂

∂r
+−→eθ

∂

r∂θ
+−→ez

∂

∂z

• Expression en oordonnées sphériques
−−→
grad = −→er

∂

∂r
+−→eθ

∂

r∂θ
+−→eφ

∂

r sin θ∂φ2.3 Diretion et sens du gradientEn tout point le gradient du hamp salaire f est perpendiulaire à la surfae de niveaupassant par e point et il est dirigé suivant la diretion de variation la plus rapide de f , dansle sens des valeurs roissantes de f .Exemple : les torrents de montagne matérialisent les lignes de hamp de l'opposé du gradientde l'altitude.3 Intégrale urviligne d'un hamp3.1 Dé�nitionSoit f un hamp dé�ni en tout point de l'ar ⌢

AB d'une ourbe (Γ). L'abisse urviligne sétant dé�nie sur ette ourbe, on onsidère l'intégrale urviligne de f sur l'ar de ourbe
⌢

AB donnée par :
I =

∫

⌢

AB

f(M) ds =

∫ sb

sa

f(x(s), y(s), z(s)) dsRemarque : Pour un paramètre quelonque la même intégrale urviligne se alule parl'intégrale suivante :
I =

∫ tB

tA

f(x(t), y(t), z(t))

√

(
dx

dt
)2 + (

dy

dt
)2 + (

dz

dt
)2 dt

3.2 Cirulation d'un hamp vetorielSoient −→V (M) un hamp vetoriel et (Γ) une ourbe dé�nis dans une région de l'espae.La irulation le long de (Γ) du hamp vetoriel est dé�nie par l'intégrale urviligne du2



hamp salaire −→
V (M) · −→et (M) où −→et (M) est le veteur unitaire tangent à (Γ) en M . On adon :
CΓ =

∫

Γ

−→
V (M) · −→et (M) ds =

∫

⌢

AB

−→
V (M) · d

−−→
OM = C ⌢

ABExemple : travail d'un hamp de fore le long de l'ar ⌢

AB : W =
∫

⌢

AB

−→
F · d

−−→
OM3.3 Cas partiulier : irulation d'un hamp de gradientSoit l'ar de ourbe ⌢

AB sur lequel on herhe à aluler la irulation du hamp−→
V (M) = (

−−→
gradf)(M) :

∫

⌢

AB

−→
V (M) · d

−−→
OM =

∫

⌢

AB

(
−−→
gradf)(M) · d

−−→
OM =

∫ f(B)

f(A)

df = f(B)− f(A)La irulation ne dépend don pas du hemin suivi par le point M entre A et B.En physique, lorsqu'un hamp vetoriel −→V (M) est un hamp de gradient, on dit qu'il dérived'un potentiel salaire Φ(M), e qui signi�e que −→
V (M) = −(

−−→
gradΦ)(M). La irulationde −→

V d'un point A à un point B ne dépend pas du hemin suivi et vaut don
∫

⌢

AB

−→
V (M) · d

−−→
OM = Φ(A)− Φ(B)Cette di�érene est souvent désignée omme la hute de potentiel entre A et B. Dans le asd'un hamp de fore, le potentiel U dont dérive −→

F est l'énergie potentielle : −→F = −
−−→
gradU .On remarque que les propriétés suivantes sont équivalentes :

•
−→
V dérive d'un potentiel Φ

•
−→
V est onservatif

• ∃ un hamp salaire Φ tel que −→
V = −

−−→
gradΦ

•
−→
V (M) · d

−−→
OM est une forme di�érentielle exate (= −dΦ)

• la irulation de −→V entre deux points A et B est indépendante du hemin e�etivementsuivi
• la irulation de −→

V le long de tout ontour fermé est nulleExemple : potentiel életrostatique pour le hamp életrostatique4 Flux d'un hamp vetoriel à travers une surfaePar dé�nition le �ux d'un hamp vetoriel −→v à travers une surfae (Σ) vaut :
Φ =

∫∫

Σ

−→v · −→n dσ4.1 Angle solideSoit un observateur plaé en O et observant un objet de forme quelonque. Pour êtrevu de l'observateur, imaginons que et objet émette de la lumière. Les rayons lumineuxparvenant en O forment alors un �ne de lumière qui s'appuie sur le ontour apparent de3



l'objet et qui a pour sommet O. La portion de l'espae ainsi délimitée est l'angle solidesous lequel, depuis O, on voit l'objet. On onçoit que ette région de l'espae aurait pu êtredé�nie de manière équivalente à partir de la surfae d'intersetion entre le �ne et une sphèrede entre O et de rayon r. Cei permet de dé�nir l'angle solide par le rapport :
dΩ = dσ−→er ·

−→n /r2où −→er désigne le veteur unitaire de la diretion OM , M repérant un point sur la surfaeobservée depuis O. On note l'analogie ave la dé�nition d'un angle : dα = dl/r ommerapport de la longueur de l'ar interseté par un erle de rayon r.Unités : radian (rd ou rad) pour un angle, stéradian (sr) pour un angle solide.L'angle solide sous lequel est vue une surfae fermée d'un point situé à l'intérieur de ettesurfae vaut 4π sr.4.2 Théorème de Gauss pour les hamps en 1/r2Soit un hamp vetoriel −→V = K−→er /r
2. Le �ux de e hamp à travers un élément desurfae dΣ situé à une distane r de O, d'aire dσ et de normale unitaire −→n est :

dφ = K−→er ·
−→n /r2 dσ = KdΩIl est proportionnel à l'angle solide sous lequel est vu dΣ du point O. On hoisit par onven-tion d'orienter les surfaes vers l'extérieur.Considérons alors une surfae fermée Σ. Suivant l'orientation de −→er , les ontributions élé-mentaires dφ au �ux total à travers Σ vont être positives ou négatives.Lorsque le point O est intérieur à la surfae, le �ux total sera don φ = K

∫∫

Σ
dΩ = K4π.Lorsque le point O est extérieur à la surfae, l'angle solide sous lequel on voit la surfaedepuis O intervient une fois ave le signe + et une fois ave le signe −, le �ux total est donnul.Théorème : le �ux d'un hamp vetoriel −→V = K−→er /r

2 sortant à travers une surfae fermée
Σ est égal à

• 4πK si le point O est situé à l'intérieur de Σ
• 2πK si le point O est un point régulier de Σ
• 0 si le point O est extérieur à Σ5 Divergene et rotationnel d'un hamp vetoriel5.1 DivergeneC'est par dé�nition le hamp salaire : div(−→V ) =

−→
∇ ·

−→
V . Il déoule immédiatement que

• div(
−→
A +

−→
B ) = div(

−→
A ) + div(

−→
B )

• div(f
−→
A ) = fdiv(

−→
A ) + (

−−→
gradf) ·

−→
Asi −→A et −→B désignent des hamps vetoriels et f un hamp salaire.Dans un système de oordonnées (u, v, w) quelonque, où

d
−−→
OM = Nudu

−→eu +Nvdv
−→ev +Nwdw

−→ew4



la divergene s'érit
div(

−→
A ) =

−→eu ·

Nu

∂

∂u
(Au

−→eu+Av
−→ev+Aw

−→ew)+
−→ev ·

Nv

∂

∂v
(Au

−→eu+Av
−→ev+Aw

−→ew)+
−→ew·

Nw

∂

∂w
(Au

−→eu+Av
−→ev+Aw

−→ew)e que l'on peut érire aussi :
div(

−→
A ) =

1

NuNvNw

(
∂

∂u
(AuNvNw) +

∂

∂v
(NuAvNw) +

∂

∂w
(NuNvAw))Formule de la divergene : elle exprime un lien existant entre le �ux d'un hamp vetoriel àtravers une surfae fermée Σ et l'intégrale sur le volume V délimité par ette surfae de ladivergene du hamp vetoriel, soit

∫∫

©
Σ

−→
V · d−→σ =

∫∫∫

V

div
−→
V dV5.1.1 Equation de ontinuitéExemple de l'éoulement d'un �uide dans un tuyau. Soit un domaine D. Entre t et t+ dtune ertaine quantité de �uide entre et sort de e domaine et la masse volumique ρ a donpu varier, si l'on suppose que le domaine n'a pas hangé. Suivant un raisonnement lassique(identique à la disussion préliminaire à la dé�nition du �ux), la masse de �uide ayant quitter(algébriquement) le domaine est égale au �ux du hamp vetoriel ρ−→v dt, où −→v désigne lehamp de vitesse d'éoulement du �uide. La onservation de la matière impose la ondition :

∫∫∫

D

ρ(t+ dt)dV −

∫∫∫

D

ρ(t)dV =

∫∫

©
Σ

ρ−→v · d−→σ dtEn transformant la dernière intégrale par la formule de la divergene, en intégrale sur D, onobtient :
∫∫∫

D

(
∂ρ

∂t
+ div(ρ−→v ))dV = 0Loalement (D état tout à fait quelonque) ei se traduit par l'équation de ontinuité :

∂ρ

∂t
+ div(ρ−→v ) = 0Cette équation traduit la onservation de la matière, de la harge ...5.2 Rotationnel d'un hamp vetorielPar dé�nition, il s'agit du veteur −→rot(−→V ) =

−→
∇ ×

−→
V . Ses propriétés immédiates sont :

•
−→
rot(

−→
A +

−→
B ) =

−→
rot(

−→
A ) +

−→
rot(

−→
B )

•
−→
rot(f

−→
A ) = f

−→
rot(

−→
A ) + (

−−→
gradf)×

−→
A

• div(
−→
A ×

−→
B ) =

−→
rot(

−→
A ) ·

−→
B −

−→
A ·

−→
rot(

−→
B )si −→A et −→B désignent des hamps vetoriels et f un hamp salaire.
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5.3 Expressions du rotationnelL'expression du rotationnel dans un système de oordonnées (u, v, w) quelonques est :
−→
rot(

−→
A ) =

1

NuNvNw

Nu
−→eu

∂
∂u

NuAu

Nv
−→ev

∂
∂v

NvAv

Nw
−→ew

∂
∂w

NwAw5.4 Formule du rotationnelElle relie la irulation d'un hamp vetoriel le long d'une ourbe fermée Γ au �ux durotationnel de e hamp à travers toute surfae Σ qui s'appuie sur Γ. Plus préisément
∮

Γ

−→
V · d

−−→
OM =

∫∫

Σ

−→
rot

−→
V · d−→σ5.5 Terminologie hamp −→

V div
−→
V

−→
rot

−→
Vuniforme Vx = V, Vy = Vz = 0 0 −→
0divergent Vr = V, Vθ = Vz = 0 V/r ≥ 0
−→
0onvergent Vr = −V, Vθ = Vz = 0 −V/r ≤ 0 −→
0tournant Vr = 0, Vθ = V, Vφ = 0 0 V/r−→ezDivergene et rotationnel sont non nuls respetivement pour des soures (ou des puits)et des vortex. Cei permet d'avoir une vision "géométrique" de es quantités.5.6 Appliation répétée des opérateurs vetorielsOn peut démontrer les propriétés suivantes (en artésiennes par exemple) :

•
−→
rot(

−−→
grad)f =

−→
0

• div(
−→
rot)

−→
V = 0Ces deux relations ramènent respetivement aux notions de hamp onservatif et hampà �ux onservatif. En e�et, on a vu qu'un hamp onservatif avait une irulation nulle surun ontour fermé. On voit ii que 'est équivalent à l'énoné "un hamp onservatif dérived'un potentiel" :

∮

−→
V · d

−−→
OM =

∫∫

−→
rot

−→
V · d−→σ =

∫∫

−→
rot

−−→
gradf · d−→σ = 0De même on pourra dire que les hamps à �ux onservatif dérivent d'un potentiel veteur :

−→
V =

−→
rot

−→
A . On a alors :

∫∫

−→
V · d−→σ =

∫∫∫

div(
−→
V )dV =

∫∫∫

div(
−→
rot

−→
A ) = 0Les énonés "−→V est à �ux onservatif" et "−→V dérive d'un potentiel veteur" sont bien équiv-alents.Il existe deux autres opérateurs di�érentiels importants, e sont les opérateurs du deuxièmeordre appelés Laplaiens : 6



• Laplaien salaire : ∆(f) = div(
−−→
gradf)

• Laplaien vetoriel : −→∆−→
V =

−−→
grad(div

−→
V )−

−→
rot(

−→
rot

−→
V )Appliation : équation de Laplae en életrostatique

div(
−→
E ) = ρ/ǫ0 ⇔ ∆U + ρ/ǫ0 = 0
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