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— Mathématiques — Cours —
— Champs scalaires et vectoriels —

1 Définitions

e Soit un systéme physique ayant une localisation particuliére dans ’espace £. Les propriétés
de ce systéme peuvent étre décrites par des grandeurs, fonctions des points de I’espace &,
appelées champs.
e Champs les plus courants :
— Champ scalaire : champ dont la valeur en tout point ot il est défini est un nombre.
Exemples : champ de pression dans un fluide, champ de température dans un métal ...
— Champ vectoriel : champ dont la valeur en tout point de I’espace ou il est défini est
un vecteur de I'espace vectoriel associé a £. Exemples : champ électrique, champ des
vitesses d'un solide, champ de gravitation ...
e Champ uniforme : dans une région de l’espace, un champ uniforme garde une seule et
méme valeur.
Exemple : accélération de la pesanteur terrestre (en premiére approximation).

e Surface de niveau d’un champ scalaire : ensemble des points ot un champ scalaire non
uniforme conserve une méme valeur.

e Courbe de niveau : intersection d’une surface de niveau avec une autre surface.
Exemple : courbes (ou lignes) de niveau du champ altitude : intersection des surfaces de
niveau du champ altitude avec le sol.

e Ligne de champ d’un champ vectoriel : V(M) est tangent en chaque point de la courbe.
%
L’équation de la ligne de champ est donnée par : 7 X ﬁ = 0.

2 Gradient d’un champ scalaire

2.1 Définition et propriétés

Le gradient au point My du champ scalaire f est défini par : df = (gl‘?ﬁf)(l\/lo) : dO—]\>/[,
ou df est la différentielle en My du champ et dO—Z\>/[ celle du champ vectoriel position (appelé
déplacement élémentaire).

Propriét_é§ immédiates_:> N
o grad(f + g) = grad(f) + grad(g)
e grad(fg) = fegrad(g) + grad(f)g
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2.2 Opérateur gradient

Opérateur gradient (nabla), ? : opérateur qui a chaque champ scalaire différentiable
associe un champ vectoriel, le champ de gradient.
e Expression en coordonnées cartésiennes
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e Expression en coordonnées sphériques
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2.3 Direction et sens du gradient

En tout point le gradient du champ scalaire f est perpendiculaire a la surface de niveau
passant par ce point et il est dirigé suivant la direction de variation la plus rapide de f, dans
le sens des valeurs croissantes de f.

Exemple : les torrents de montagne matérialisent les lignes de champ de 'opposé du gradient
de Paltitude.

3 Intégrale curviligne d’un champ

3.1 Définition

Soit f un champ défini en tout point de 'arc AB d’une courbe (I"). L’abcisse curviligne s
étant définie sur cette courbe, on considére I'intégrale curviligne de f sur ’arc de courbe

AAB donnée par : .
I= [ sanas= [ fa).u(). ) ds
AB Sa

Remarque : Pour un parameétre quelconque la méme intégrale curviligne se calcule par
I'intégrale suivante :

1= [ e 00 e @ Epa
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3.2 Circulation d’un champ vectoriel

Soient 7(M) un champ vectoriel et (I') une courbe définis dans une région de I'espace.
La circulation le long de (I') du champ vectoriel est définie par 'intégrale curviligne du



champ scalaire 7 ) - ef (M) ot ef (M) est le vecteur unitaire tangent a (I') en M. On a

donc :
s
Cr—/7 ) - @ (M) ds = 7 )-dOM =C
Exemple : travail d’un champ de force le long de I'arc AB W= fAAB ? . dO—]\>4

3.3 Cas particulier : circulation d’un champ de gradient

Soit l'arc de courbe AB sur lequel on cherche a calculer la circulation du champ 7(M) = (gﬂif)(
. _ B
_V()-dOM = [_(gradf)(M)-dOM = [ df = (B) = f(4)
AB AB f(A)

La circulation ne dépend donc pas du chemin suivi par le point M entre A et B.

En physique, lorsqu’un champ vectoriel V (M) est un champ de gradlent on dit qu’il dérive
d’un potentiel scalaire ®(M), ce qui signifie que v(M) (grad@)(M). La circulation
de 7 d’un point A & un point B ne dépend pas du chemin suivi et vaut donc

V(M) -dOM = o(A) — o(B)

Cette différence est souvent désignée comme la chute de potentiel entre A et B. Dans le cas
d’un champ de force, le potentiel U dont dérive ? est ’énergie potentielle : ? = —@U.
On remarque que les propriétés suivantes sont équivalentes :
dérive d’un potentiel ®

° est conservatif

e J un champ scalaire ¢ tel que 7 = —@@

. 7(]\/[ ) dOM est une forme différentielle exacte (= —d?)

e la circulation de 7 entre deux points A et B est indépendante du chemin effectivement

suivi

e la circulation de 7 le long de tout contour fermé est nulle

Exemple : potentiel électrostatique pour le champ électrostatique

4 Flux d’un champ vectoriel a travers une surface

Par définition le flux d’un champ vectoriel ¥ a travers une surface (X) vaut :
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Soit un observateur placé en O et observant un objet de forme quelconque. Pour étre
vu de l'observateur, imaginons que cet objet émette de la lumiére. Les rayons lumineux
parvenant en O forment alors un cone de lumiére qui s’appuie sur le contour apparent de

4.1 Angle solide

M)



I’objet et qui a pour sommet O. La portion de I'espace ainsi délimitée est I’angle solide
sous lequel, depuis O, on voit 'objet. On concoit que cette région de ’espace aurait pu étre
définie de maniére équivalente & partir de la surface d’intersection entre le cone et une sphére
de centre O et de rayon r. Ceci permet de définir I’angle solide par le rapport :

dQ = doe;, - W /r?

ol e désigne le vecteur unitaire de la direction OM, M repérant un point sur la surface
observée depuis O. On note 'analogie avec la définition d’un angle : da = dl/r comme
rapport de la longueur de ’arc intersecté par un cercle de rayon r.

Unités : radian (rd ou rad) pour un angle, stéradian (sr) pour un angle solide.

L’angle solide sous lequel est vue une surface fermée d’un point situé a l'intérieur de cette
surface vaut 4 sr.

4.2 Théoréme de Gauss pour les champs en 1/r’

Soit un champ vectoriel 7 = Ke_z/r?. Le flux de ce champ a travers un élément de
surface dX situé a une distance r» de O, d’aire do et de normale unitaire W est

dp = Ke; -7 /r¥do = KdS

Il est proportionnel a I’angle solide sous lequel est vu d¥ du point O. On choisit par conven-
tion d’orienter les surfaces vers I'extérieur.
Considérons alors une surface fermée Y. Suivant orientation de e_Z, les contributions élé-
mentaires d¢ au flux total a travers ¥ vont étre positives ou négatives.
Lorsque le point O est intérieur a la surface, le flux total sera donc ¢ = K [ [, dQ = K4nr.
Lorsque le point O est extérieur a la surface, 'angle solide sous lequel on voit la surface
depuis O intervient une fois avec le signe + et une fois avec le signe —, le flux total est donc
nul.
Théoréme : le flux d’'un champ vectoriel 7 = Ke, /r? sortant & travers une surface fermée
> est égal a

e 47K sile point O est situé a 'intérieur de X

e 21K sile point O est un point régulier de ¥

e 0 sile point O est extérieur a X

5 Divergence et rotationnel d’un champ vectoriel

5.1 Divergence

C’est par définition le champ scalaire : div(7) = ? . 7 I1 découle immédiatement que
o div(A + B) = div(A) + div(F)
o div(fA) = fdiv(A) + (gradf) - 4

si A et § désignent des champs vectoriels et f un champ scalaire.

Dans un systéme de coordonnées (u,v,w) quelconque, ol

—
dOM = N,due, + N,dve, + N,dwe,,



la divergence s’écrit
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ce que 1’on peut écrire aussi :
1 0 0 0
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Formule de la divergence : elle exprime un lien existant entre le flux d’un champ vectoriel a
travers une surface fermée X et 'intégrale sur le volume V' délimité par cette surface de la
divergence du champ vectoriel, soit

fjﬁ?-d?z///vdideV

5.1.1 Equation de continuité

Exemple de I’écoulement d’un fluide dans un tuyau. Soit un domaine D. Entre ¢ et t + dt
une certaine quantité de fluide entre et sort de ce domaine et la masse volumique p a donc
pu varier, si 'on suppose que le domaine n’a pas changé. Suivant un raisonnement classique
(identique a la discussion préliminaire & la définition du flux), la masse de fluide ayant quitter
(algébriquement) le domaine est égale au flux du champ vectoriel p?dt, on U désigne le
champ de vitesse d’écoulement du fluide. La conservation de la matiére impose la condition :

///Dp(t+dt)dV—///Dp(t)dV:fip?-d?dt

En transformant la derniére intégrale par la formule de la divergence, en intégrale sur D, on

obtient : o
///D(E +div(p?))dV = 0

Localement (D état tout a fait quelconque) ceci se traduit par I’équation de continuité :

9 B
E +div(p?) =0

Cette équation traduit la conservation de la matiére, de la charge ...

5.2 Rotationnel d’'un champ vectoriel

Par définition, il s’agit du vecteur rot(?) — ¥ x V. Ses propriétés immédiates sont :

o rot( XX ? = ro%X +L>Ot(§)
o 1ot (f frot )+ (gradf) x
odlvz B—rotX B-A. rot?)

si § désignent des champs vectoriels et f un champ scalaire.



5.3 Expressions du rotationnel

L’expression du rotationnel dans un systéme de coordonnées (u,v,w) quelconques est :
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5.4 Formule du rotationnel

Elle relie la circulation d’'un champ vectoriel le long d’une courbe fermée I' au flux du
rotationnel de ce champ a travers toute surface 3 qui s’appuie sur I'. Plus précisément

7{7-0@_]\)/[://25%7@7

5.5 Terminologie

champ Vv divV/ otV
uniforme | V,=V,V, =V, =0 0 0
divergent | V, =V,Vy=V.=0 | V/r>0 | 0O
convergent | V., ==V Vo=V, =0 | =V/r<90 6>
tournant |V, =0,V =V, V, =0 0 V/re:

Divergence et rotationnel sont non nuls respectivement pour des sources (ou des puits)
et des vortex. Ceci permet d’avoir une vision "géométrique" de ces quantités.

5.6 Application répétée des opérateurs vectoriels

On peut démontrer les propriétés suivantes (en cartésiennes par exemple) :

o ot(grad)f = O

o div(rof)V =0
Ces deux relations raménent respectivement aux notions de champ conservatif et champ
a flux conservatif. En effet, on a vu qu’un champ conservatif avait une circulation nulle sur
un contour fermé. On voit ici que c’est équivalent & 1’énoncé "un champ conservatif dérive
d’un potentiel" :

f?d()_z%://lﬁ?d?://ﬁgﬁf.d?:o

De méme on pourra dire que les champs & flux conservatif dérivent d’un potentiel vecteur :
—
7 = rotz. On a alors :

//7-d7:///div(v)dV:///div(Et)Z):0

Les énoncés "7 est a flux conservatif" et "7 dérive d'un potentiel vecteur" sont bien équiv-
alents.

Il existe deux autres opérateurs différentiels importants, ce sont les opérateurs du deuxiéme
ordre appelés Laplaciens :



—
e Laplacien scalaire : A(f) = div(gradf)
e Laplacien vectoriel : AV = grad(divV ) — rot(rot V')
Application : équation de Laplace en électrostatique

div(ﬁ) =pleg = AU +pleg =0



