CHAPITRE

ﬂ Ciwrcuits himeaires

du premuer ordre

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier les réponses a un échelon de tension de
quelques circuits simples comprenant des condensateurs, des bobines et des résistances
(circuit RC série, circuit RL série).

Ces circuits vont permettre d’étudier les régimes transitoires entre deux régimes permanents:
I’état de repos et I’état de « pleine charge ».

Ce chapitre s’adresse aux classes de MPSI, PCSI et PTSI.
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1. Ce qui est équivalent a obser-
ver la charge du condensateur
puisqu’on sait que g = C u, pour un
condensateur

A. Mise en évidence expérimentale

A.1. Retard a ’allumage d’une ampoule

Considérons le montage expérimental a deux branches suivant, dans lequel
chaque branche contient une ampoule de lampe de poche (3,7 V; 0,3 A) et
un dipodle différent:

—un conducteur ohmique de résistance R variable (rhéostat) dans la branche
supérieure,
— une bobine d’inductance L dans la branche inférieure.

L’ensemble est alimenté par un générateur de tension continue en série avec
un interrupteur. Dans un premier temps on utilise la bobine sans noyau de fer
et on regle la tension continue a une valeur compatible avec les composants
du circuit. On ferme 'interrupteur et on régle la résistance du rhéostat pour
que les deux ampoules A, et A, brillent de fagon identique. On ouvre alors
Pinterrupteur et on introduit un noyau de fer dans la bobine.

Lorsqu’on ferme a nouveau 'interrupteur, on constate que ’ampoule A; s’al-
lume aprés ’ampoule A;. Le temps caractéristique de ce retard a I’allumage
dépend du coefficient d’auto-induction de la bobine L, sur lequel on peut
jouer avec le noyau de fer. En particulier, si I’on retire totalement le noyau de
fer, il est possible que ’on n’observe aucun retard a ’allumage.

A.2. Réponse d’un condensateur
a un créneau de tension

On considere maintenant un condensateur de capacité C en série avec un
conducteur ohmique de résistance R. I’ensemble est alimenté par un géné-
rateur de tension capable de délivrer un signal périodique, de période T, en
forme de créneau:

—det=0at=1t ="T/2]latension délivrée par le générateur vaut U,
—det=1 =T/2at=1,="T la tension délivrée par le générateur est nulle.

En observant simultanément sur un oscilloscope la tension délivrée par le géné-
rateur et la tension aux bornes du condensateur!, on observe deux courbes:

— synchrones (les changements de sens de variation se produisent aux mémes
instants),

— de mémes asymptotes (droites horizontales d’équation: y =0 ety = U ),

— d’allure différente puisque la tension aux bornes du condensateur suit le
créneau de la source avec un certain temps de retard.

Ce retard est proportionnel a R et a C ce que ’on vérifie expérimentalement
aisément avec ce montage.

Ue

©=RC petitdevant T

Décharge

Nous allons donner un cadre théorique permettant d’interpréter ces deux
expériences simples.
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Fig. 1. Montage pour étudier

la charge d'un condensateur
dans un circuit RC série.

Uuc

2. La variation infinitésimale d'une
grandeur s’exprime dans la méme
unité que cette grandeur. Comme
dug s'exprime enVetdtens, le rap-

Ug

port ot s'exprime en V-s'.

3. On peut retrouver que T a la
dimension d'un temps grace aux
relations: g = Cu, et u, = Ri.

En effet:

—I'unité de C est celle d'une charge
(1C=1A-s) divisée par celle d'une
tension (V), c’est-a-dire A-s-V-';
—I'unité de R est celle d'une tension
(V) divisée par celle d’une intensité
(A), c’est-a-dire V- A",

Le produit RC s’exprime donc bien
en seconde (s).

B. Etude d’un circuit RC série

B.1. Charge du condensateur
e Montage expérimental

Pour étudier la charge d’un condensateur de capacité C a travers un conduc-
teur ohmique de résistance R, on réalise le montage schématisé sur la figure 1:

— un générateur idéal de tension continue de fém E est branché aux bornes
du circuit RC;

—pour ¢ < 0, le condensateur est déchargé et I'interrupteur K est ouvert;

—a l’instant ¢ = 0, on ferme l'interrupteur K: le générateur débite alors un
courant dans le circuit.

Dans ce circuit, on note 7 I'intensité du courant, u la tension aux bornes du
condensateur et u, la tension aux bornes du conducteur ohmique. D’apreés les
orientations choisies, le conducteur ohmique et le condensateur sont étudiés
en convention récepteur. On a donc:

dg %

¢ dz

, ot u, = RC e |

uy =Rieti=
dr

¢ Equation différentielle vérifiée par la tension u
— Pour r < 0, 'interrupteur K est ouvert: ’intensité i est nulle, ainsi que les
tensions u;, et 1. La tension E aux bornes du générateur de tension se retrouve
donc aux bornes de I’interrupteur ouvert K.
— Pour ¢ > 0, la tension aux bornes de I’interrupteur K est nulle et la loi
d’addition des tensions s’écrit:

E=u, +u.
La tension u_ aux bornes du condensateur d’un circuit RC série soumis a
I’échelon de tension E vérifie ’équation différentielle du premier ordre:

rcc  y -E.
dt

e Constante de temps du circuit

Les termes E et u sont des tensions exprimées en volt (V). L’équation diffé-

du,

rentielle est homogene si le terme RCd— a la méme dimension que les autres
t

Jue

termes. Or, la dérivée s’exprime” en V-s7! ; le produit RC la dimension

d’un temps.

Définition 1

On définit la constante de temps T du circuit RC par le produit’:
T constante de temps en seconde(s)
1=RC R résistance en ohm (Q)

C capacit¢ en farad (F)

e Solution de I’équation différentielle

Pour ¢ > 0, il faut résoudre I’équation du premier ordre a coefficients constants

avec second membre:
due,

dt

T tu;=E
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4. Ce polynéme n'admet qu'une
solution (ce qui est logique, car
I'équation différentielle est du pre-
mier ordre).

5. L'équation différentielle étant du
premier ordre, connaitre une seule
condition initiale suffit & déterminer
I'unique constante d'intégration A.

6. Lorsque la charge du condensa-
teur est terminée (t— =), la tension
u; a ses bornes vaut E. Cette ten-
sion maximale ne dépend pas des
conditions initiales. Elle correspond
a la solution particuliére constante
u,

La charge du condensateur est
alors CE.

7. Lorsque la charge du condensa-
teur est terminée (t — =), l'inten-
sité i du courant dans le circuit est
nulle.

(1) Méthode de résolution mathématique
La solution générale de cette équation est la somme:

— de la solution générale u, de ’équation homogeéne associée:
du
T—+u=0;
dr

— d’une solution particuliere u, de I’équation.
(2) Solution particuliere constante

Comme le second membre de I’équation est constant, on cherche comme
solution particuliére une fonction constante:

du, +u,=E avec %=0, d’ou: u, = E.
dz dz

(3) Solution de I’équation homogéne
On cherche une solution de I’équation homogéne sous la forme:

T

u, = Ae™, ou A est une constante et r un réel.
L’équation homogeéne s’écrit alors:

du .
—L =rAe" = ru,, soit: tru, + u, = 0.
de
En simplifiant par u,, on obtient alors le polynéme caractéristique’ en r:
. 1
r+1=0,dou:r=——.
T

La solution générale de I’équation homogeéne est donc:
t
u, = Ae *, ou A est une constante.

(4) Solution générale
La solution générale de I’équation différentielle avec second membre est:
t
Us = u, + uy soit: u, = Ae * +E.

e Application des conditions de continuité

La tension u_ aux bornes du condensateur est continue. A Pinstant t = 0, la

condition initiale sur la tension s’écrit’: u.(t = 0) = 0. On en déduit donc, en

posant t = 0 dans la solution générale de ’équation différentielle :
0=A+E, soit: A=-E.

La tension u. aux bornes du condensateur d’un circuit RC série soumis a un

échelon de tension E a pour expression®:
t

u.=E|1- e 7 |, avec T = RC constante de temps (s).

¢ Evolution de ’intensité 7

L’intensité 7 du courant est proportionnelle a la dérivée de la tension u aux
bornes du condensateur:

. du .. CE -:
i=C—X, soiti=—e *
de

L’intensité ¢ du courant est maximale a la fermeture de ’interrupteur K.
Pendant la charge du condensateur, elle décroit avec le temps; lorsque le

condensateur est chargé, il se comporte comme un interrupteur ouvert’.

Chapitre 6 : Circuits linéaires du premier ordre




e Représentation graphique

uc (V) A Régime permanent 1(A) 4
E Y E
; 1E R
[ 7T 777777777 c
Régime I . E
1 Régime transitoire =
permanent 3 ! Re
0 T £ (s) 0 T £ (9)

Fig. 2. Evolution de u et de ien fonction du temps.

— On trace les graphes représentant I’évolution au cours du temps de u et de ¢
(fig. 2). La tension u. aux bornes du condensateur est continue; en revanche,
P’intensité : du courant subit une discontinuité lors de la fermeture de ’inter-
rupteur. Pour les deux courbes, la tangente a I’origine des temps coupe I’axe

8. Pour la tension u,, I'axe asymp- asymptote® au point d’abscisse ¢ = T.
tote est la droite horizontale u; = E.
Pour l'intensité j, 'axe asymptote
est I'axe des abscisses.

— La charge du condensateur correspond a un régime transitoire (le courant
dans le circuit varie). Lorsque le condensateur est chargé (zr — ©), le régime
permanent est atteint (le courant dans le circuit est constant) : on a alors u
=Eeti=0 (fig. 3).

. E
0= R i(=) = 0
R ‘ ug(0) = E R T ug(2) =0
[P [P
C [ uc(0)=0 C { uc() =E

Fig. 3. Etat du circuit quand t=0 et quand t — .

LdENENE Démonstration des propriétés de la tangente

Démontrer que la tangente de la courbe u(z) a ’origine des temps coupe I’axe asymptote au point
d’abscisse ¢ = 1.
Solution
Lors de la charge, la tension . aux bornes du condensatgur a pour expression:
u,=E{l-e*

La courbe u(z) admet donc une asymptote horizontale d’équation u. = E. La pente de la tangente a
P’origine est donnée par la dérivée at =0 :

duy. E -I . du E

—<t="e 7, dou: —S(=0=—.

d = dr T

L’équation de la tangente a I’origine est alors:

E
y=—t,dou:y=Epourt=r1.
T

La tangente de la courbe u () a 'origine des temps coupe I’axe asymptote au point d’abscisse z = 7.
(On pourrait faire la méme étude pour P’intensité.)
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Fig. 4. Montage pour étudier
la décharge d'un condensateur
dans un circuit RC série.

9. On aurait pu aussi étudier le
condensateur en convention récep-
teur et le conducteur ohmique en
convention générateur. On aurait
eu alors:
o8
dt
ce qui aurait conduit a la méme
relation entre wu, et u,. L'étude
du montage ne dépend pas de la
convention choisie.

et u;=—Rj,

10. Lorsque la décharge du conden-
sateur est terminée (t — =), la ten-
sion u, a ses bornes est nulle (car

t

(e T —0).

11. En revanche, le sens du courant
change, car le condensateur est
étudié en convention récepteur
pendant la charge et en convention
générateur pendant la décharge.

B.2. Décharge du condensateur
e Montage expérimental

Pour étudier la décharge d’un condensateur de capacité C a travers un conduc-
teur ohmique de résistance R, on réalise le montage schématisé sur la figure 4:
— le condensateur a été chargé sous la tension E constante;

— pour ¢ < 0, la tension aux bornes du condensateur chargé est égale a E et
Iinterrupteur K est ouvert;

— a linstant 7 = 0, on ferme Pinterrupteur K.

Dans ce circuit, on note u la tension aux bornes du condensateur, : 'intensité
du courant qu’il fournit et u, la tension aux bornes du conducteur ohmique.
D’apres les orientations choisies, le condensateur est étudié en convention
générateur (attention au signe) et le conducteur ohmique en convention récep-

teur’. On a donc:
dg du, du,
u,=Rieti= —-=-C—%, d’ou:u,= -RC—C
R de dr ’ R dr
o Evolution de la tension u,
Equation différentielle vérifiée par la tension u;

— Pour ¢ < 0, 'interrupteur K est ouvert: I’intensité 7 est nulle, ainsi que la
tension u,. La tension E aux bornes du condensateur se retrouve donc aux
bornes de I'interrupteur ouvert K.

— Pour ¢ = 0, la tension aux bornes de 'interrupteur K est nulle et on a:

U = Ug, SOIL: Uy — uy = 0.
La tension u. aux bornes d’un condensateur de capacité C se déchargeant dans
une résistance R vérifie I’équation différentielle du premier ordre:

RC du,
de

La constante de temps du circuit RC est encore égale a T = RC.

+u;.=0.

Expression de la tension u_

Le second membre étant nul, la solution générale de ’équation différentielle

est la solution u, de I’équation homogéne du § B.1 :
t

U =u, = Ae_;, ou A est une constante.
La tension u. aux bornes du condensateur est continue. A Pinstant ¢ = 0, la
condition initiale sur la tension s’écrit: u (= 0) = E, d’ou: A = E.
La tension u. aux bornes d’un condensateur de capacité C se déchargeant

dans une résistance R a pour expression'®:
t

=Fe ©
uc. =Ee *.

¢ Evolution de I’intensité ¢

L’intensité ¢ du courant dans le circuit a donc pour expression:

La loi de décroissance du courant est la méme lors de la charge et lors de la

décharge du condensateur!'.

Chapitre 6 : Circuits linéaires du premier ordre




12. Pour les deux courbes, I'axe
asymptote est I'axe des abscisses.

13. Le générateur est étudié en
convention générateur: on faitdonc
apparaitre la puissance fournie. Le
conducteur ohmique et le conden-
sateur sont étudiés en convention
récepteur: on fait donc apparaitre
les puissances regues.

. duy,
14.0na:j=—% .
dt

15. L'énergie électrostatique E,
d’un condensateur est:

Eélec = %Cu(zi .

16. Cette égalité exprime la conser-
vation de I'énergie dans le circuit
électrique:

P

totale fournie Pm(ale regue "

e Représentation graphique

uc (V) 1 (A)
—E E
R
0 T t(s) 0 T z(s)

Fig. 5. Evolution de u, et de ien fonction du temps.

— On trace les graphes représentant I’évolution au cours du temps de u et de ¢
(fig. 5). La tension u, aux bornes du condensateur est continue; en revanche,
P’intensité ¢ du courant subit une discontinuité lors de la fermeture de I'inter-
rupteur. Pour les deux courbes, la tangente a I’origine des temps coupe I’axe
asymptote'” au point d’abscisse z = T.

— La décharge du condensateur correspond a un régime transitoire. Lorsque
le régime permanent est atteint, on a alors: u. =0 et 7= 0.

B.3. Etudes énergétiques

e Charge du condensateur

L’addition des tensions dans le circuit étudié s’écrit:
E=u, +u.=Ri+u..

Pour passer a une égalité en puissance'’, on multiplie par ¢:

Ei =Ri? + ui,
|
soit'': Ef =Ri? + Cuy, —< = Ri? + —5—=.
de ds
— Le terme Eq est la puissance P, positive fournie par le générateur de tension
idéal de fém E.

— Le terme Ri? est la puissance P positive recue par le conducteur ohmique
et dissipée par effet Joule dans la résistance R.

1
dz

emmagasinée dans la capacité C sous forme électrostatique’®.

— Le terme est la puissance positive recue par le condensateur et

La puissance électrique fournie par le générateur est dissipée par effet Joule
dans le conducteur ohmique et sert a augmenter 1’énergie du condensateur'®:

¢y

En intégrant I’égalité (1) entre ’instant z = 0 (fermeture de 'interrupteur K)

élec

d
P =P +
g J

et I’instant z, on obtient I’égalité (2) traduisant les transferts d’énergie :

E =E+AE, . @
— L’¢énergie ¢lectrique E, fournie par le générateur entre 'instant £ = 0 et
I’instant z est égale a:

B, = [Bdi= jO’Eidz =[lide, avecids = Cdu,.
On en déduit donc:

dug = CEu.(t) .
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17. Au cours de la charge, I'énergie
dissipée par effet Joule ne dépend
pas de la résistance R du conduc-
teur ohmique. Elle ne dépend que
de la capacité C du condensateur.

18. Lorsque le condensateur est
chargé, le générateur ne four-
nit plus d'énergie au circuit (le
condensateur se comporte comme
un interrupteur ouvert).

— L’¢nergie électrostatique AE, . emmagasinée dans la capacité C entre I’ins-

tant z = 0 et 'instant z est égale a:

AE ®-E

élec élec

—_ tdEélec _ _ l 2
= jo_dd[ t=E (0)—2Cuc(t) .

élec

— D’apreés I’équation (2), I'énergie E, dissipée par effet Joule dans la résistance
R entre I'instant z = 0 et I’instant 7 est égale a:
1
E =E,-AE, = Cu.(® (E— Euc(t)) .
Quand le condensateur est totalement chargé, la tension a ses bornes est
u. = E. D’aprés les expressions précédentes, au cours de la charge:
— le générateur a fourni I’énergie: E_ = CE?;
£ 1
— le condensateur a emmagasiné I’énergie: AE, = 2 CE?;

élec

. s . 1
— le conducteur ohmique a dissipé I’énergie'": E, = 2 CE2.

Au cours de la charge, la moitié de I’énergie électrique fournie par le généra-
teur'® est dissipée par effet Joule dans le conducteur ohmique et I’autre moitié
est emmagasinée sous forme électrostatique dans le condensateur.

Solution

2

1
2

NPl Energie dissipée par effet Joule
Determiner, par un calcul direct, Pexpression de I’énergie E, dissipée par effet Joule dans la resistance
R en fonction du temps z. Montrer sa cohérence avec celle donnée dans le cours.

e La puissance dissipée par effet Joule dans la résistance R est:
P, =
L’énergie dissipée par effet Joule entre I’instant z = 0 et I’instant ¢ vaut donc:
E = [ Pdi= E{j{)’e’fdz avec T=RC et j;e'%dzzg(e‘% 1}, dou :E, = %CEZ[I—e%j :
e L’expression de I’énergie E, en fonction de la tension u, est:
E =C uC(E—%uC)) avec u, = E(l—e;j (voir ci-avant).
On obtient donc finalement:

E--uc = %E(l +e_%) et E;=

2 21

Ri2, avec s = —e (voir §{ B.1.), d’ou: P, = —e *.
R ' R

13

12

1 _t _t 1 _2t
ECEZ(I —e T)(l +e T) = ECEZ(I—e T )

19. Le condensateur est étudié en
convention générateur: onfaitdonc
apparaitre la puissance fournie. Le
conducteur ohmique est étudié en
convention récepteur: on fait donc
apparaitre la puissance recue.

20.0n a:i=—C%-
dt
21. Le condensateur se comporte

alors comme un générateur dans
le circuit.

e Décharge du condensateur
On a:
u. = uy = Ri.
Pour passer a une égalité en puissance'’, on multiplie par 7:

1.,
%__d(ECuC)
dr dr

u.t = Ri?, soit*’: —Cug = Ri2.

élec

dr

— Le premier terme est la puissance — positive fournie par le condensa-

teur?!.
— Le terme Ri? est la puissance P| positive recue par le conducteur ohmique
et dissipée par effet Joule dans la résistance R.

Chapitre 6 : Circuits linéaires du premier ordre




22. Cette égalité exprime la conser-
vation de I'énergie dans le circuit
électrique:

P =P

23. L'énergie initiale du condensa-
teur est:

totale fournie totale recue”

Eélec = %CUE .

24. L'énergie dissipée par effet
Joule ne dépend pas de la résis-
tance R du conducteur ochmique.

25. La résistance R représente la
résistance totale du circuit, in-
cluant éventuellement la résistance
interne rde la bobine si celle-ci est
réelle.

P

Fig. 6. Montage pour étudier
I'établissement du courant

La puissance fournie par le condensateur correspond a une diminution de
I’énergie électrostatique emmagasinée. Elle est dissipée par effet Joule dans le
conducteur ohmique?®”:
- dEélec =P
—==P.
d¢

Quand le condensateur est déchargé (u. = 0), son énergie est nulle: il a donc
fourni toute son énergie au circuit®’;

Au cours de la décharge, I’énergie électrostatique E,,  initialement emma-
gasinée dans le condensateur est entiérement dissipée par effet Joule dans le

conducteur ohmique?®*.

C. Etude d’un circuit RL série

C.1. Etablissement du courant dans la bobine

e Montage expérimental

Pour étudier I’établissement du courant dans une bobine d’inductance L a
travers un conducteur ohmique de résistance R??, on réalise le montage sché-
matisé sur la figure 6:

— un générateur idéal de tension continue de fém E est branché aux bornes
du circuit RL;

— pour ¢ < 0, Pinterrupteur K est ouvert;

— a l’instant ¢ = 0, on ferme l'interrupteur K: le générateur débite alors un
courant dans le circuit.

Dans ce circuit, on note 7 intensité du courant, «; la tension aux bornes de
I'inductance L et u, la tension aux bornes du conducteur ohmique. D’apres
les orientations choisies, le conducteur ohmique et la bobine sont étudiés en
convention récepteur. On a donc: )

. di

up=Rietuy, =L—-
de

e Equation différentielle vérifiée par I’intensité 7
— Pour r < 0, 'interrupteur K est ouvert: ’intensité i est nulle, ainsi que les
tensions u, et u; . La tension E aux bornes du générateur de tension se retrouve
donc aux bornes de I’interrupteur ouvert K.

— Pour ¢ > 0, la tension aux bornes de I’interrupteur K est nulle et la loi
d’addition des tensions s’écrit: 4
. . )
E=u,+u,soit: E=Ri+L—-
ds
L’intensité 7 du courant traversant un circuit RL série soumis a I’échelon de
tension E vérifie ’équation différentielle du premier ordre:

Ldi: . E

——+1
R dt R
e Constante de temps du circuit
Les termes R et 7 sont des intensités exprimées en ampere (A). L’équation

ren L L di . . -
différentielle est homogene si le terme Rdr a la méme dimension. Or, la déri-

, di . L . .
vée @ s’exprime en A-s! ; le rapport R a donc la dimension d’un temps.
t
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26. Dans les deux cas, I'équation
différentielle est de la forme:

dy
T—+Yy = cte.
ar y cte

27. Lorsque le courant est établi (t

— o), I'intensité /dans le circuit
t

E _t
vaut R (care *—0).

Cette intensité maximale ne dépend
pas des conditions initiales. Elle
correspond a la solution particu-
liere constante. La tension aux
bornes du conducteur ohmique est
alors E.

28. Lorsque le courant est établi (t
— o), la tension v, aux bornes de
I'inductance est nulle.

29. Pour I'intensité /, I'axe asymptote

est la droite horizontale /= E . Pour

la tension u, I'axe asymptote est
I'axe des abscisses.

Définition 2

On définit la constante de temps T du circuit RL par le rapport:
T constante de temps en seconde(s)
T= L L inductance en henry (H)

R R résistance en ohm (Q)

e Solution de I’équation différentielle

Pour ¢ > 0, il faut résoudre ’équation différentielle avec second membre:
d . E

Par analogie avec I’équation différentielle vérifi¢e par la tension u, au § B.1.,

la solution générale 7 de cette équation s’écrit®:
t
1= Ae *© +E , ou A est une constante.

e Application des conditions de continuité

L’intensité ¢ du courant dans I’inductance est continue. A linstant ¢ = 0, la
condition initiale sur ’intensité s’écrit: 2(z = 0) = 0. On en déduit donc, en
posant r = 0 dans la solution générale de I’équation différentielle:

E
0=A+ E, soit: A = —E.

L’intensité ¢ du courant traversant un circuit RL série soumis a 1’échelon de
tension E a pour expression®’:

. E - L
= R l1-e ° |,avecT = R constante de temps (s).

¢ Evolution de la tension u,

La tension #; aux bornes de I'inductance L est proportionnelle 4 la dérivée de
I’intensité 7 du courant:
di .
. =L—,soit: u, =
dz Rz
La tension u; aux bornes de 'inductance est maximale a la fermeture de I’in-
terrupteur K. Pendant I’établissement du courant, elle décroit avec le temps;
lorsque le courant est établi, 'inductance se comporte comme un fil*®.

u

e Représentation graphique

1 (A)
E /
R ! I E
3 ,,,,,,,,,,,,,, Re
0 1: z(s) z(s)

Fig. 7. Evolution de u, et de ien fonction du temps.

— On trace les graphes représentant ’évolution au cours du temps de 7 et de u;
(fig. 7). L’intensité 7 du courant dans I’inductance est continue ; en revanche,
la tension u; a ses bornes subit une discontinuité lors de la fermeture de
Iinterrupteur. Pour les deux courbes, la tangente a I’origine des temps coupe
I’axe asymptote®” au point d’abscisse ¢ = T.
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— Létablissement du courant correspond a un régime transitoire. Lorsque le

régime permanent est atteint, on a alors: 7 = R et u, =0 (fig. 9).

1(0)=0 i(o0) = sz
R ug(0) =0 R ug(e) = E
D D
L u;(0) =E L up(e0) =0

Fig. 8. Etat du circuit quand t=0 et quand t— +o,

Application 3 Etablissement du courant dans une bobine

On établit le courant dans une bobine idéale d’inductance L. = 100 mH a travers une résistance R =
100 Q grace a un générateur idéal de tension de fém E = 5 V. Calculer la constante de temps T du circuit
RL, ’intensité 7 lorsque le courant est établi dans le circuit et ’instant ¢z au bout duquel I’intensité vaut
90 % de sa valeur finale.

Solution
e La constante de temps T du circuit RL est alors:
= L = M =1-103s, c’est-a-diret=1ms
R 100 ’ '

e Lorsque le courant est établi dans le circuit, la bobine se comporte comme un fil et la tension du
générateur se retrouve aux bornes du conducteur ohmique:

E
uy =E=Ri, d’ou:i= R =5-102 A Cest-a-dire 7 = 50 mA.
e D’apres ’expression déterminée au § C.1., 'intensité 7 vaut 90 % de sa valeur si:

E e E e
E[l—e TJ=0,9E, d’ou:e *=0,1 =101 soit: z=1In(10) = 2,3 ms.

E C.2. Arrét du courant dans la bobine

e Montage expérimental

U I Pour étudier ’arrét du courant lors de la fermeture d’un circuit comportant
K / une bobine d’inductance L et un conducteur ohmique de résistance R, on
réalise le montage schématisé sur la figure 9:

— un générateur idéal de tension continue de fém E, branché aux bornes du
circuit RL, a permis d’établir un courant permanent d’intensité I positive™;

— pour ¢ < 0, l'interrupteur K relie le circuit RL au générateur (position 1);
a 'instant 7 = 0, on bascule 'interrupteur K en position 2: le circuit RL est
L u, | alorsen court-circuit.

Dans ce circuit, on note 7 ’intensité du courant, »; la tension aux bornes de
I'inductance L et u; la tension aux bornes du conducteur ohmique. D’apreés
Fig. 9. Montage pour étudier les orientations choisies, le conducteur ohmique et la bobine sont étudiés en
Farrét du courant dans un circuit  oonyention récepteur. On a donc: )
RL série. d:

uR=RietuL:LE.

30.0na:l =

>|m
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31. L'intensité /tend alors vers 0.

32. En revanche, la tension aux
bornes de I'inductance change de
signe.

33. Pour les deux courbes, I'axe
asymptote est I'axe des abscisses.

o Evolution de I’intensité ¢
Equation différentielle vérifiée par ’intensité 7z
— Pour ¢ < 0, 'interrupteur K est en position 1:7=1, u, = Rl et u, =0.

— Pour ¢ > 0, la tension aux bornes de Pinterrupteur K est nulle et la loi des

mailles s’écrit: di

. . 1

0 = up + u;, soit: 0—Rz+La.

L’intensité 7 du courant traversant un circuit RL série en court-circuit vérifie
I’équation différentielle du premier ordre:

_ . . L
La constante de temps du circuit RL est encore égale a T = R

o Expression de ’intensité z

Le second membre étant nul, la solution générale de I’équation différentielle
est la solution ¢, de I’équation homogene:

13

1 =1, = Ae 7, ou A est une constante.
L’intensité ¢ du courant dans I’inductance est continue. A ’instantz =0, la
condition initiale sur ’intensité s’écrit: i(z = 0) = [, d’ou: A=1.
L’intensité ¢ du courant traversant un circuit RL série en court-circuit a pour
expression’!:

¢ Evolution de la tension u,

La tension #; aux bornes de I'inductance a donc pour expression:

di -LI
u, =L—,soit: u, = e * =—Rle *
z :

L dz
La loi de décroissance de la tension est la méme lors de I’établissement du
courant dans le circuit RL et lors de son arrét’”.

e Représentation graphique

i(A) u (V)
I, 0 : £(s)
\ —-RI
0 T t(s) 0

Fig. 10. Evolution de jet de u, en fonction du temps.

— On trace les graphes représentant I’évolution au cours du temps de 7 et de u;
(fig. 10). I’intensité ¢ du courant dans ’inductance est continue; en revanche,
la tension #; a ses bornes subit une discontinuité lors de la fermeture de I’inter-
rupteur. Pour les deux courbes, la tangente a I’origine des temps coupe ’axe
asymptote®® au point d’abscisse z = T.

— L’arrét du courant correspond a un régime transitoire. Lorsque le régime
permanent est atteint, on a alors: 7 = 0 et u;, = 0.
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34. Le générateur est étudié en
convention générateur: on fait
donc apparaitre la puissance four-
nie. Le conducteur ohmique et la
bobine sont étudiés en convention
récepteur: on fait donc apparaitre
les puissances recues.

35. L'énergie magnétique £, d’une
bobine est:

E..= %Liz.

mag

36. Cette égalité exprime la conser-
vation de I'énergie dans le circuit
électrique:

totale fournie ~ ' totale regue"

36. L'énergie magnétique emmaga-
sinée dans la bobine dépend de la
résistance R. Elle est d'autant plus
faible que R est grande.

37. Le conducteur ohmique et la
bobine sont étudiés en convention
récepteur: on fait donc apparaitre
les puissances recues.

38. La bobine se comporte alors
comme un générateur dans le cir-
cuit.

C.3. Etude énergétique
¢ Etablissement du courant
I’addition des tensions s’écrit:

»
E=u +u =Ri+ L.

dr
. . e . 5 . i
Pour passer a une égalité en puissance’?, on multiplie par

R

1_.
Ei=Ri?+ Li—,soit: Et=Ri?+ ————=.
de de
— Le terme Eq: est la puissance P, positive fournie par le générateur idéal de
fém E.

— Le terme Ri? est la puissance P positive recue par le conducteur ohmique
et dissipée par effet Joule dans la résistance R.
dE

mag

— Le dernier terme est la puissance positive regue par la bobine et

emmagasinée dans I’inductance L sous forme magnétique™.
La puissance électrique fournie par le générateur est dissipée par effet Joule
dans le conducteur ohmique et sert a augmenter I’énergie de la bobine*°:

dl:‘ﬂ‘mag
Pg = P] + T .

— Quand le courant est établi, ’intensité dans le circuit est ¢ = R En régime

permanent, I’énergie magnétique emmagasinée dans la bobine n’augmente

lus:
plus dE,
=0.

dr

La puissance électrique fournie par le générateur et la puissance dissipée par
effet Joule sont donc égales et valent: )

E
Pg:P]:E‘

1. (EY
E = —L(—j =cte, d’ou:
R

mag 2

Lorsque le courant est établi, I’énergie magnétique emmagasinée dans la
bobine reste constante’’. L.’énergie électrique fournie par le générateur est
alors entierement dissipée par effet Joule dans le conducteur ohmique.

e Arrét du courant
La loi des mailles s’écrit: )
0=uR+uL:Ri+Lg-
de
Pour passer a une égalité en puissance’®’, on multiplie par 7:

)
0=Ri>+LiT, soit: _ 2 _pp
r

dr
e
_L t N~ 7
e terme &
d(luz)
_\2 )
dr

— Le terme Ri:? est la puissance P positive recue par le conducteur ohmique
et dissipée par effet Joule dans la résistance R.

est la puissance négative regue par la bobine, donc

dE

‘mag

est la puissance — positive fournie par la bobine®®.
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39. Cette égalité exprime la conser-
vation de I'énergie dans le circuit
électrique:

totale fournie — Ptotale regue "

40. L'énergie initiale de la bobine
est:

Em

ag

=L

La puissance fournie par la bobine correspond a une diminution de I’énergie
magnétique emmagasinée. Elle est dissipée par effet Joule dans le conducteur
ohmique®:
K dE,,,,
- P
] .
dt
A P’arrét du courant (z = 0), I’énergie de la bobine est nulle: celle-ci a donc
fourni toute son énergie au circuit*’.

Au cours de P'arrét du courant, I'énergie magnetique E_initialement emmaga-
sinée dans la bobine est entierement dissipée par effet Joule dans le conducteur
ohmique.

D. Analyse d'un portrait de phase

Comme nous I’avons vu déja dans ’analyse d’un systéme obéissant a une
équation différentielle, tel que I’oscillateur harmonique, il est possible d’en
prévoir ’évolution graphiquement a partir du portrait de phase.

Dans le cas des circuits linéaires du premier ordre, ce portrait de phase est le

raphe (d_u u) ou (ﬂ z)
grap de’ e’ )’

Prenons ’exemple de la charge puis de la décharge d’un condensateur a travers
un conducteur ohmique de résistance R. Le générateur de tension utilisé pour
la charge délivre une tension E.

Nous avons établi I’équation différentielle régissant chacune de ces deux
phases:

— pour la charge: %+u_C:E soit dﬁ:—u—C+E avec u.(0) =0,
dd 1t = dr T 1
— pour la décharge: di+u—C:O soit %:—u—c avec u.(0) = E.
t T

Dans les deux cas, la courbe représentant le portrait de phase du systéme sera
une droite, de pente — 1/t (figure suivante).

du,
E | at (1) <1,
T g
T
’ E
o
I
I
E_ ___________ I
T

Pour deux valeurs différentes de la constante de temps T on obtient le systéme
de droites précédent.

Quelle que soit ’étape (charge ou décharge), le systéme évolue (sens de la
fleche) jusqu’a un point fixe, correspondant a une valeur constante de la
tension (et donc a une dérivée nulle par rapport au temps).
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L'essentiel

v Etude d’un circuit RC série

e On définit la constante de temps T du circuit RC par le produit:
T constante de temps en seconde(s)
Tzc = RC R résistance en ohm (Q)
C capacité en farad (F)

e Charge et décharge du condensateur:

Charge Décharge
du condensateur du condensateur

L

Montage
E

R Ur

Equation différentielle dug E duc -0

(premier ordre) T The= Ty e
Conditions initiales u.(0) =0 u.(0) =E
Tension u; (V) U, = E[l—eizj U, = Ee *
. d E - d E -
Intensité 7 (A) z=%=?e : i=-C ::C_R
uc (V) uc (V)
E / E
: [E

Allure de u (t) SEE e e

£ (s) R £ (s)

A t+------

0

La moitié de I’énergie élec- | L’énergie électrostatique E,_ initia-
trique fournie par le générateur | lement emmagasinée dans la capa-
est dissipée par effet Joule dans | cité est entiérement dissipée par effet
Bilan énergétique la résistance et I’autre moitié | Joule dans la résistance.

est emmagasinée sous forme
d’énergie électrostatique E
dans la capacité.

¢élec

v Etude d’un circuit RL série

e On définit la constante de temps T du circuit RL par le rapport:
T constante de temps en seconde(s)
L inductance en henry (H)

il

RC
R résistance en ohm (Q)
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o Etablissement et arrét du courant dans la bobine :

Etablissement du courant Arrét du courant
dans la bobine dans la bobine
E
—_—
X .
/ h
By
R Ur 2 J
Montage
£ E
R ug
L ur.
L Uy,
Equation différentielle Tﬂ +i= E Tﬂ +i=0
(premier ordre) dr R
Conditions initiales i(0) =0 i(0) =1
a0 . E -2 . -z
Intensité 7 (A) zzﬁ 1-e* i=ler"
di - di :
Tension u; (V) u =L—=Ee * u, =L—=-Rle *
dr dr
i (A) i (A)
E|l/ I
R : E ’
Allure de u (t) : """"""" Re
0 T £(s) 0 T £(s)
Lorsque le courant est établi, I’énergie | L’énergie magnétique E__ initialement
magnétique E e emmagasinée dans | emmagasinée dans la bobine est entié-
q = 2 la bobine reste constante. L’énergie | rement dissipée par effet Joule dans la
Bilan énergétique R . . . -
électrique fournie par le générateur | résistance.
est alors enti¢rement dissipée par effet
Joule dans la résistance.
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Mise en ceuvre

Comment caractériser un régime transitoire du premier ordre
a partir de son oscillogramme ?

Soit un oscillogramme indiquant un régime transitoire du premier ordre. On se propose d’établir
I’équation différentielle associée a cet oscillogramme.

=» Savoir faire

© Déterminer la valeur initiale u(z = 0) = u, de la tension étudiée.
® Déterminer la valeur limite #_ en ¢t — + de la tension étudiée.

©® Tracer la tangente a la courbe u(z) issue du point ¢ = 0. Mesurer le temps T caractéristique
du régime transitoire a I’intersection de cette tangente avec la droite u = u_.
O Ecrire I’équation différentielle sous la forme:
du

Ta +(u—um)=0

La solution de cette équation s’écrit:
t
u(t) = u, + (u,— u,)exp (——) .
T

=» Application

Etablir ’équation différentielle associée a I’oscillogramme représenté ci-dessous.

Ve T T T T T T : T ~N

(OV,r=0) —

Solution

© On mesure 4 divisions verticales a partir du point origine (0 V,z=0) : u(0) =4 V.
® En t = + o Pasymptote a pour équation: u, = -2V.

® La tangente a la courbe u(z) a I’origine coupe la droite u, =-2 Ven (z=4 ms ; u = -2 V), soit:
T=4ms.

® L’équation différentielle vérifiée par u est donc:

d
(4-10‘3)d—1: +u=-2, avecuenVetrens.

-:C"_‘ La solution de cette équation est:
x

u(t) = —2+4exp(—ﬁt073), avec uenVettens.
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Méthode n°2

Comment effectuer le bilan énergétique d’un régime transitoire ?

=» Savoir faire

I © Déterminer les valeurs prises par les courants et les tensions du circuit a = 0 et a ’issue du
régime transitoire en utilisant un schéma équivalent du circuit.

® Déterminer ’énergie regue (et stockée) par les condensateurs et bobines du circuit pendant
ce régime transitoire:

1
— Pour un condensateur: AE, =—Cu’— ECug .

— Pour une bobine: AE_ =

(uy» u,» 1, €t 7, sont les tensions et courants avant et apres le régime transitoire.)

temps infini, calculer I’énergie fournie au circuit par le générateur:

® Si I’énergie fournie par le générateur est finie, calculer I’énergie dissipée par effet Joule:

{j§ Dans la plupart des circuits, un courant circule encore a l'issue du régime transitoire. La puissance

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

I © Exprimer le courant i (¢) qui traverse le générateur. Si ce courant s’annule au bout d’un
1

1

1

1

1

1

I fournie par le générateur est alors entierement dissipée par le réseau de résistances.
1

[

=» Application

iL
IO
[ E 3 L
u R
K
1
Solution
O Initialement, 7, (0) = O car la branche est ouverte. Au bout I, L

d’un temps infini, le régime permanent est établi et la bobine

équivaut a un fil: 7, () = 1. @ R

® Le circuit regoit et stocke de I’énergie dans la bobine:

On se propose d’évaluer I’énergie dissipée par effet Joule au cours d’un régime transitoire.

AE = AE

stockée

1

AE

elec + mag.

elec 2

1., 1_.
—Li2-—L1i.
2 2

g

oo
Eiumie = J-O u,t, dz, avec u, et i, en convention genérateur.

E =E AE

fournie stockée®

On considére le circuit suivant, dans lequel Pinterrupteur K est initialement ouvert. On choisit
comme origine des temps I’'instant ou K est fermé.

On montre que u(z) = Rl exp (—%t) . Calculer I’énergie dissipée par effet Joule pendant le régime

transitoire a ’aide d’un bilan énergétique.

1 1 1
:—L. 002——L. OZI—L'Z.
5 1 (%) 5 1.(0) 5 Lo
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® Le courant dans le générateur ne s’annule pas, mais la tension a ses bornes s’annule. La puissance
fournie s’annule donc et I’énergie fournie au circuit est calculable:

Einic = J'Om Lu(z)dr=RI; J.Om exp (— %) dr.

On intégre la fonction exponentielle entre t =0 etz — +© :

L R\~
Efournie = ng [_Eexp(_f]] = RI(Z) (%) = L‘1(2) °
0

@ L’énergie dissipée par effet Joule dans la résistance vaut donc:

- _ 1 _ 1.5
E] - Efournie_AE LI(Z)_E Ig - _LIO :

stockée 2

La moitié de I’énergie fournie par le générateur est dissipée par effet Joule dans la résistance, et
ceci indépendamment de sa valeur.

L g
'.Q.’ On peut retrouver ce résultat en intégrant la puissance regue par la résistance pendant le régime transitoire,
mais ce calcul est techniquement plus compliqué.
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erczces

Niveau 1

Ex.1 Quand le courant dans le circuit est-il
négligeable ?

On considére le montage schématisé sur la figure. A

Pinstant ¢ = 0, on ferme I’interrupteur K et le courant

commence a circuler dans le circuit. Au bout de

combien de temps P’intensité initiale est-elle divisée

par 10 ? par 100 ?
i
K
R Ug
C

e

L

D

Ex.2 Décharge d'un condensateur

dans un autre
Le condensateur de capacité C est chargé sous une
tension U Il est branché a I'instant initial sur un autre
condensateur de capacité C’, initialement déchargé, par
P’intermédiaire d’une résistance R. On note « la tension
aux bornes de C et #’ la tension aux bornes de C’.

yf - L,
L )

a) Déterminer les évolutions des tensions u(z) et u’(z).

b) Déterminer I’évolution de l’intensité (z).
¢) Déterminer I’énergie E, dissipée par effet Joule.

Effectuer un bilan énergétique et retrouver le résultat
précédent.

Ex.3 Charge et décharge d’'un condensateur

On consideére le circuit suivant, comportant les résis-
tances R, R, et R,, le condensateur de capacité C et
le générateur de tension E.

a) Initialement, le condensateur est déchargé et on
ferme P’interrupteur K a r = 0. Déterminer I’évolution
de la tension u(z). Pouvait-on prévoir la tension maxi-
male »_, _du condensateur ?

b) L’interrupteur K étant fermé depuis longtemps, on a
alors u = u__ . A l'instant z = 0, on ouvre I'interrupteur.

Déterminer I’évolution de la tension u(z).
E

A
N

Jo L

K

Ex.4 Recherche de régimes permanents
avec des condensateurs
Dans les montages ci-dessous, déterminer la (ou les)

tension(s) aux bornes du (ou des) condensateur(s)
lorsque le régime permanent est établi.

Cas a)

u

Cas ¢)

20
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Cas d)

Case)

Casf)

Ex.5 Etablissement du courant
dans une bobhine

Une bobine parfaite d’inductance L est en série avec
un conducteur ohmique de résistance R = 15 Q et une
batterie de force électromotrice E =6 V.

A Pinstant ¢ = 0, on ferme le circuit.

La tension aux bornes de la résistance croit pour
atteindre u, = 2,7 V a P’instant z = 2 ms.

K ;

D

a) Déterminer la valeur de I’inductance L.

b) Quelle est I’énergie magnétique emmagasinée dans
la bobine a I’instant z = 2 ms ?

¢) Quelle est ’énergie dissipée par effet Joule dans la
résistance entre t = 0 et £ = 2 ms.

Ex.6 Recherche de régimes permanents
en présence de bobines
Dans les montages ci-dessous, déterminer ’intensité

du courant circulant dans chaque bobine lorsque le
régime permanent est établi.

R, ;
Cas a)
E R, L
R, R;
Cas b) E R L
2
i
L, i L, i
Casc)
E R, R,
R,
Cas d)
E L,
i

Niveau 2

Ex.7 Etablissement du courant
dans un condensateur

1) Le condensateur étudié est chargé sous une tension
U,. Il est placé en série avec une résistance R, un géné-
rateur de tension E et un interrupteur K.

Pour ¢ < 0, ’interrupteur est ouvert. A linstant 7= 0,
on ferme P’interrupteur.
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K R

a) Déterminer 1’équation d’évolution de la tension u
aux bornes du condensateur.

b) Résoudre I’équation obtenue pour z > 0.

c) Tracer la courbe u(z).

d) Déterminer I’intensité #(z) du courant.

e) Déterminer I’énergie dissipée par effet Joule.

f) Faire un bilan énergétique et retrouver le résultat
précédent.

2) Le condensateur est maintenant chargé sous la
tension E. On branche a ses bornes, comme ’indique
le schéma ci-apres, une résistance R’.

On choisit ’origine des temps au moment du bran-
chement de R’, interrupteur K’ fermé.

R K
K | —
L

(D c— v | |x

a) Déterminer I’équation d’évolution de la tension u
aux bornes du condensateur.

b) Déterminer u(z) et tracer la courbe correspondante.

c) Effectuer un bilan énergétique.

Ex.8 Etablissement du courant
dans un circuit

On considére le circuit suivant comportant une bobine
d’inductance L et deux résistances R et R’. K et K’
sont deux interrupteurs et le générateur de tension

possede la fém E.

K L i K
E|( ; R R’

a) K’ est ouvert. A Pinstant ¢ = 0, on ferme Pinterrup-
teur K. Déterminer la loi d’évolution de 'intensité #(z).

Quel est le courant I en régime permanent ?

b) Le régime permanent d’intensité I est établi (K est
fermé). A 'instant ¢z = 0, on ferme I’interrupteur K’.

Etablir la nouvelle loi d’évolution de I'intensité i(z).

Quelle est la nouvelle intensité I’ en régime perma-
nent ?

Ex.9 Diode de roue libre

Un moteur est modélisé par une résistance R et une
bobine L.

L’interrupteur K est fermé depuis longtemps. Le
courant permanent dans la bobine est:

Pour éviter une étincelle aux bornes du moteur, lors
de Pouverture du circuit, on place en parall¢le avec le
moteur une diode D.

Quand linterrupteur K est fermé, aucun courant ne
circule dans D.

Quand on ouvre K, la diode court-circuite le moteur
et I’énergie magnétique contenue dans la bobine est
dissipée par effet Joule dans la résistance R.

K
.

® -

a) La caractéristique de la diode vérifie les conditions
données ci-dessous:

uw=<0:=0;

~.

’=0:u’=0.
Déterminer la loi d’évolution de #(z).

b) Reprendre I’étude en tenant compte de la tension
seuil V_ de la diode:

w<sV:9=0; 2=0:u"=V_

Niveau 3

Ex.10 Alimentation d'un condensateur
par une tension créneau

Le condensateur de capacité C est alimenté par I’in-
termédiaire d’une résistance R grice a un générateur
délivrant une tension créneau e(z) vérifiant la propriété
suivante ( EN) :

esizE }nT; nT+§[, e(®) =E;

o sitE}nT+% 5 (n+1)T[, e(@) = 0.
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e (V)

0 T T 3T 2T z(s)

2 2

La tension u(z) aux bornes du condensateur évolue en
permanence. Nous allons étudier les premicres phases
de cette évolution pour essayer d’en tirer une loi, puis
nous regarderons le régime oscillatoire permanent.

. T
Nous noterons u, la tension u(nT+— et v, la
tension u(n'T). 2
a) Ecrire ’équation d’évolution de la tension « dans
chaque intervalle de temps.

—pourt € :|nT; nT+%[, e(t) = E;
T
—pourt € nT+5 5 (n+ )T, e =0;

b) Déterminer u(z) pour z € :IO 5 %[ .En déduire u,.
On suppose que le condensateur est déchargé az =0
(v,=0). T

c) Déterminer u(z) pourt € l:; 5 T} . En déduire v,.

d) Etudier u(z) pour t € [nT;(n + 1)T] en décom-
posant I'intervalle en deux parties et obtenir #, en
fonction de v, puis v, , en fonction de ,. Nous avons
ainsi défini la double loi de récurrence.

e) On admet que la suite {«, } tend vers une limite U
et la suite {9, }vers une limite V. Déterminer U et V.
Tracer alors I’allure du régime oscillatoire permanent

u(z).

Ex.11 Lissage du courant

1) Déterminer la loi d’établissement du courant dans
une bobine d’inductance L a travers une résistance R.

Le générateur a une fém constante: e(z) = E.

L

D I

K

Déterminer le temps nécessaire pour que le courant
dans le circuit ne différe pas de plus de 5 % de sa
valeur finale.

2) Le générateur de tension e(z) est maintenant
périodique, comme le précise sa loi d’évolution sur le
schéma ci-dessous.

e (V)

ol T T 3T o1 5T 317 7T 4T 1(s)
2 2 2 2

a) Déterminer ’équation différentielle vérifiée par #(z)
pour chaque demi-période:

}nT; nT+%[eti|nT+g 5 (n+l)T|:.

b) A P’instant 7= 0, on a: i(z) = 0. Représenter I’allure
de la courbe #(z) sur les quatre premieres périodes.

¢) On recherche le régime périodique permanent.

A Pinstant #T, le courant est I.
. T
A linstant #T + E , le courant est I;.

A linstant (n + 1)T, le courant vaut I, etc.

Déterminer I et I;. Tracer I’allure de i(z) en régime
permanent.
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Solutiores des exercices

Exercices de niveau 1

Exercice 1

Lors de la charge du condensateur, I’intensité : du courant dans le circuit a pour expression:
13
. -= . E
1= —e ", dou:i0)= -
=N =g
e ’intensité initiale 7(0) est divisée par 10 si:
t

e = 1 , C’est-a-dire: ¢ = —‘cln[i) =1In(10) = 2,371.
10 10

e L’intensité initiale 7(0) est divisée par 100 si:
_L 1
e '= 100 =102, c’est-a-dire: r = —tIln(1072) = 27In(10) = 4,67.
On peut estimer que le courant devient négligeable au bout de 5t. Le condensateur est alors

chargé a 1 % pres; sa tension vaut E et sa charge CE.

Exercice 2

a) ¢ L’intensité ; du courant dans le circuit s’écrit:
. du’ du . du’ du
1=C =-C=—, soit: C—+C=— = 0.

dr dr’ dr dr

)\, Le condensateur C est étudié en convention générateur: il ne faut pas oublier le signe « —» dans I'expression
= dei
En intégrant, on obtient: C’u’+ Cu =cte. Or,az=0,ona: u’=0etu=1U , et d’ou:
Cu + Cu=CU,.
e La loi des mailles donne:
c’,

u:Ri+u’,Soit:U0—Eu = RC’ 1

L’équation différentielle vérifiée par u’ est alors:
RCC dw ,_ CUs
C+C’ d:r T C+C’
C’ CU,

RC . ..
———— et la solution particuliére constante est u;, = ——-
C+C’ P 2T Cc+C

du’
+u.

La constante de temps est T =

)\ La constante de temps T n"apparait que si I'équation est écrite sous sa forme canonique, c¢’est-a-dire si le
coefficientde uest égal a 1.

La solution générale de cette équation différentielle est:

uw o= ul +u, = CUo +Aeﬁ$ avec T—&C,-
e ol ol ? T Cc+C
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La tension aux bornes du condensateur est continue, d’ou:

u'(t=0) =0 = CUO soit: A = ——9}{9—-
C+ C’ C+C’
La loi d’évolution de la tension u’ s’écrit:
u'(t) = C UC,(I e ;), avec 1T = +§S—(é,-
On en déduit donc:
w(t) = Ug- S w() = =0 ,(C+C é r)
C C+C

L
<. Latension u’croit au cours du temps, alors que la tension v décroft, ce qui est normal, car le condensateur C se
décharge dans le condensateur.

b) L’intensité ; du courant vaut alors:

,du , CU ) . U, _¢
1=C a4 Cx—éi:—(%—,x%er, soit : #(t) = ———eT
c) ® L’énergie dissipée par effet ]oule dans la résistance R vaut:
2t [ +oo
£ e 2 U e W, 1 CC
%:j Ri2d: = J dr = =9 _ -~ _1 GG
y=)_, Rede= g ) erdi=pi-— 2R _2C+C
e La loi des mailles donne pour: 7> 0: u = Ri + u’.
On multiplie les deux membres de 1’égalité par:: = C’CLZ; = —C%
. d(1 ALY s d(l,,z)
ui = dt(ZCu)—Rz +dt 2Cu s
. d 1 1
S0 - 2 = _ 9 2c24 20y
d’ou: Ri% = dt(Zcu +2Cu )
puissTance Joule variation de I’énergie des
dissipée dans R condensateurs au cours
du temps
Rt - d_u__il ) reo_ ,,d_U_ ( //2)
,Q. Ona:ui = Cudt_ dt(ZCu)etUI_Cu i Til2 C'u

On intégre chaque terme de I’égalité précédente sur la durée de la décharge de C dans C’ :
te tedrl 1
Ri2dr = — —| =Cu?+=C'u’?|.
jo i2dz jo dz(2cu +5Cu )

€= —(AE e + A€ ).

elec
La variation de I’énergie électrostatique des condensateurs vaut:

CU, \* 1
A€ o = cu(oo)2—-cu(0)2 = —C(C+C°) —ECU(Z).

1 ’, .7 1 [ 4 CU
A%elec = ECM (w)z_écu (0)2 = _C (C+C0:)

0\ La variation de I'énergie électrostatique emmagasinée dans le condensateur C est négative, car celui-ci fournit
de I'énergie au circuit.
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On en déduit donc:

U, 2 U, 2 ,
%) = lc( 0)+%CU§—%C’( 0) :1CU§(1 ¢ )—ICC Ul

27\c+ Cc+C’ 2 "C+C’) 2Cc+C’ 0

On retrouve bien le résultat précédent.

Exercice 3

a) Paramétrons le circuit comme I’indique le schéma ci-dessous:

E

Gt

JINCRINONIE

o
N\
@

. C
23 12 | |
|
—_—
u
e La loi des nceuds donne:
i\ +i, = iy, avec i, = CIX.
1+ 35 1 dr
Le circuit comporte deux mailles indépendantes pour lesquelles on peut écrire :

maille 1 : E = R,i, + R305 = (R2+R3)i2+R3C%—Lf

maille 2 : Ryi, = Ry, +u = RIC%+u.

Reportons alors 7, dans ’égalité obtenue pour la maille 1:

(R, +R5)R; du R,+Rj R;R;7 du R, +Ry
E=|——"—+R;|C— = |R;+R C— .
[ R, +3]dt+ R, " [1+3+R2]dt+ R, “
L’¢quation différentielle vérifiée par la tension u s’écrit donc:
R;+R;)R, +R;R R
(R, + R)R + Ry due 2_g,
R,+R; dz R, +R;
ou sous sa forme « canonique »:
R;R, +R;R; +R,R R
) 1R+ Ry 3C§1__1_4+ "= 2 g
R, +R, d: R, +R;
R;R; +R;R; +RyR; . -
La constante de temps est T = R IR C et la solution particuliére constante vaut
R, - 2 3
2T RFR,

)\ La constante de temps T n'apparait que si I'équation est écrite sous sa forme canonique, c’est-a-dire sile coef-
ficient de v est égal a 1.
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Compte tenu des conditions initiales (z(0) = 0), nous obtenons:

R, _t RiR, + R R; +R,R;
= —="_FE|1- =
u(t) R, +R; ( € T)’ avee 1 R, +R;
L i imal b +oo Ry E
a tension maximale est obtenue pour: ¢ — +oo lu = m .

e En régime permanent, nous avons u = u___ = cte, d’ou: 7, = 0 et 7, = 7,. La tension u_,_vaut:

E R,

u = R,i, avec i, = ———, dou: u = ——E.
X 2°2 2 > max
R, +R; R, +R;

ma:

L )
',Q‘.' En régime permanent, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert.

b) L’¢tude correspond a la décharge d’un condensateur initialement chargé sous la tension u___ a
travers une résistance R = R, + R,.

La constante de temps vaut T = (R, + R,)C et nous avons alors:

z R, -

u(t) = umaxefT' = mEe

AU~

, avec 7 = (R;+R,)C.

',Cfi.' Pour plus de détails se reporter au § A. 2 du cours (décharge du condensateur).

Exercice 4

L )
<. Enrégime permanent, les tensions aux bornes des condensateurs sont constantes et les courants quiy circulent
sont nuls (les condensateurs se comportent comme des interrupteurs ouverts).

a) Tout le courant passant dans R, passe dans R, comme
si le condensateur n’était pas présent. D’apres le théo-
réeme de division de tension, on a:
R
2
u=—"—-E.
R, +R,

b) Le courant dans R, est nul. La tension u se retrouve

entiérement aux bornes de R,. On a donc:
u=E.
¢) Aucun courant ne passe dans R, et R,. La tension aux u
bornes du dipdle équivalent est alors nulle et on a: i=0
u=E.
C
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d) Comme les courants dans C, et C, sont nuls, tout le uy

. -
courant passant dans R, passe dans R, comme si aucun
condensateur n’était présent. D’apres le théoréeme de divi-
sion de tension, on a: C
] ic,= 0 ; 1 ic,= 0
ER, ER, B
U, = —— et u, = ——- . .
1 2 7
R; +R, R; +R, ! R,
E C) R2 CZ IM2
e) Comme la tension u, est constante, le courant dans R, Uy
DR
est nul. La tension u, se retrouve alors aux bornes de R,. 1=0
-
Comme la tension u, est constante, le courant dans R, R
estnuletona: G 2
u,=0etu =E. E () R, G, I“z

f) Les tensions u, et u, sont constantes. Aucun courant o R ic=0 R

. 1= 2
ne circule et on a alors: H

u1=u2=E, iC1:0

u G, qu

Exercice 5

a) La loi des mailles donne I’équation différentielle vérifiée par I’intensité : du courant:

Lg—;+Ri:E, soit : Ldi ;_E

Ra: '~ R

Lors de I’établissement du courant dans la bobine, ’intensité 7 suit la loi d’évolution:
i(r) = g(l - e_i ), avec T = —-

La tension aux bornes de la résistance R a pour expression:

_z _Re
ug = Ri = E(l—e r) = E(l—e L).

On en déduit la valeur de I’inductance L:

Ri _ (1 ") qou: L — RE _
f——ln(l E)’ dou: L = = 50 mH.

f\\ Cette relation est valable quel que soit I'instant t considéré.
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b) L’énergie magnétique stockée dans la bobine a I’instant z vaut:

1, . L
c(gmag = ELZ(I)Z = ﬁuR(t)z.

>
',(;.' Comme I'énoncé indique la valeur de u, pour t=2 ms, il est plus rapide d'utiliser cette donnée que I'expression
de itrouvée a la question précédente.

50103 % 2,72
2% 152

¢) L’énergie fournie par le générateur entre ’instant ¢ = 0 et I’instant z vaut:
Ri_z

i _E2‘( _R_‘) _ B L -7 E? L(—f )
i‘ég—.[oEz(t)dz— i.’.o l-e L Jdz = i[t+f—{e }0 = i[l+f—{ e L1 ]

A.N. €, = 1,19 m].

AN. g = 0,81 m]J.

D’aprés la loi de conservation de 1’énergie dans le circuit, I’énergie dissipée par effet Joule dans la
résistance R entre I’instant 7 = 0 et 'instant z = 2 ms vaut donc:

€y = €y~ Emag = 0,38 mJ.

Exercice 6

L
',Q.' En régime permanent, le courant est constant, la tension aux bornes de chaque bobine est donc nulle (une bobine
se comporte comme un fil).

Dans chaque cas on peut remplacer les bobines par des fils et
on note ’'intensité du courant qui la traverse.
a) La tension aux bornes de R, est nulle.

Tout le courant passe donc:

==

R,

b) Comme la tension aux bornes de L est nulle, les résistances

R, et R, sont en parallele. D’apres la loi des mailles, le courant
principal 7, vaut: E I <> R, R,
= — B
1 R>R;
1R TR,

En appliquant le théoréme de division de courant, on obtient: ) )
R, . R,E h b
TRAR, P ~ RR,+R,R;, + R,R;

) soit : 7

c) Les deux bobines se comportent comme des fils. Onadonc g

simplement:

. E . R, +R,
12=R—2 et ll:ﬁ .
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d) Les deux bobines se comportent comme des fils. On a donc R,
simplement: F—

i, =0 et 7 =

E
Rl

Exercices de niveau 2

Exercice 7

. L . du .
1) a) Quand l’interrupteur est fermé, il circule le courant: 7 = Ca- La tension aux bornes de la

fed . du . .
résistance vaut: up = Ri = RCd—~ La loi des mailles nous donne alors:
t

du

E = u+RCdt

, avec T = RC.

b) — La solution particuliére constante de ’équation différentielle est: u, = E.
t

— La solution de I’équation homogene est: u, = Ae .

— La solution générale de I’équation différentielle est donc:
3

u=u+u, =E+Aet, avec 1= RC.
— La tension aux bornes du condensateur est continue, d’ou:
u(t=0) = U, = E+A, soit: A

Il
i
|
T

La loi d’évolution de la tension u s’écrit donc:
t
u(t) = E+(U,-E)e 7, avec T = RC.

c) L’allure de la courbe est la suivante (cas U, < E et cas U, > E):

Uy

{\\ Sila fém E du générateur est supérieure a la tension initiale U, du condensateur, celui-ci se charge; sila fém E
du générateur est inférieure a la tension initiale U, du condensateur, celui-ci se décharge.

d) L’intensité (z) du courant est:

Lo ~du Ug-E -
1(t)— Ca——c p R
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e) L’énergie dissipée par effet Joule au cours de la charge vaut:
+oo (B — 2 2 _ 2. 2¢ e
(E-U,) =7 I(E Uy) [e_?]
0

=] Todr = [ R = [T e Tar - IR

1
EC(E -Uy)>.
ZQZ Comme la loi d"évolution de I'intensité est exponentielle, le calcul direct est assez simple.

f) o La loi des mailles donne pourz> 0: E =Ri + u.

On multiplie les deux membres de I’égalité par; = Cég:

dr

= cpd - ppp 41 2)
ETz—CEdt—Rl+dt(2Cu.

puissance puissance Joule  variation de I’énergie du
fournie par dissipée dans R condensateur au cours
le générateur du temps

¢ On intégre chaque terme de I’égalité précédente sur la durée de la charge.

— L’énergie fournie par le générateur vaut:

+oo . E
€, = jo Eidr = _[UOCEdu = CE(E-U,).

— La variation de I’énergie électrostatique contenue dans le condensateur vaut:
*ted 1 1 1 2
A = J. == 2) = ~CE2-= .
€ elec . dt(z CU? |dr 2C 2CU0
— L’énergie dissipée par effet Joule vaut:

€ = J;m@]dz.

e La conservation de I’énergie dans le circuit donne:

1 1,21 1
€ = €,~ AEy, = CE(E-U)) [ECEZ—ECUO] = JC(E-U,)”.

On retrouve bien le résultat précédent.
2) a) On parametre, pour ¢ > 0, le circuit comme le précise le schéma ci-dessous:

1 R In:
K — R
| I

® Tkl

. u .

1 et lgr = R et d’ou d’apres la loi des nceuds:
du  u
d: R’

E

Ona:ic = C
1 =1c+ig =C
La loi des mailles donne alors I’équation différentielle:

Ritw don: E - e, (R
E =Ri+u, dou: E—RCdt+(R,+1)u.
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. RR’
b) La constante de temps du circuit est: T° =

R+R’
Q Pour la mettre en évidence, il faut récrire I'équation différentielle sous la forme canonique :
RR” .du R’
Rerla YT ReR b
La solution particuliére constante de ’équation est:
RI Rl _i
= ——E, dou: )= =——=E+A’e".
= Rrr s dour v T iR
A s R
A linstantz = 0 0) =E it: A" = ——=E.
instan s u(0) , Soit R R
La loi d’évolution de la tension u s’écrit donc:
E -t RR’
t) = ——|R"+Re v’ T = = G
u® = g3 R’[ ] avee R+R

L’allure de la courbe est la suivante:

u
E
RI
R+R'E
0 T’ t

c¢) Comme a la question 1) ), on a toujours ’équation:

. . . . . . d 1 .2
Ei = Ri®+ui, avec ui = uic+uig = o ECu2 +R'ig.

v, : L e 2
< Latension aux bornes de la résistance R’ vauten effet: u = R’ig,, d'oU: uig = R'ig .
3

On obtient donc I’égalité: dr1
. . .2
Ei = R + Rlig + — —Cu2).
/ / T e \

puissance puissance Joule puissance Joule  variation de ’énergie

fournie par le dissipée dans R dissipée dans R”  du condensateur

générateur au cours du temps
La puissance fournie par le générateur est dissipée par effet Joule dans les résistances R et R’ et sert

a faire varier ’énergie emmagasinée dans le condensateur.

f\S On pourrait calculer tous les termes intervenant dans ce bilan et les intégrer pour obtenir les énergies corres-
pondantes, car on connait v et i (donc ).
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Exercice 8

a) L’interrupteur K’ étant ouvert, le circuit est un circuit RL alimenté par un générateur de fém E.

La loi d’évolution de P’intensité 7 lors de ’établissement du courant dans la bobine est alors:
t

i(t) = g(l—e_%), avec T = %

Lorsque le régime permanent est atteint, le courant dans la bobine est constant et la tension a ses
bornes est nulle. On a donc:
I==-
R
b) Quand Pinterrupteur K’ est fermé, la résistance équivalente branchée en série avec I’inductance
L est: .
RR’ , .. Lodi . E

[ ] = —-

@ Rer” T R 4T TR

eq

La solution générale de cette équation différentielle s’écrit:
r

(1) = E +Ae_T_', avec T = L .
R R
eq eq
Le courant dans la bobine est continu, doncaz=0,o0n a:
) E E E E E
0)=I===-"—"+A, dou: A==-—" = -=-
2(0) R Req+ ou R R, =

La loi d’évolution de ’intensité 7 est alors:

i) = E(%+

‘L)_‘Fie_é = EW(R*-R,)—-I—E-e_% avec 1 = LRTRY,
R’) R~ = RR’ R~ ° - RR’
En régime permanent, I’intensité devient:

) 1 1) E(R+R)
I"'=E/ =+ —| = ——————~.
(R+ R’) RR’

Exercice 9

a) La diode joue le role de court-circuit. La loi des mailles donne I’équation différentielle vérifiée
par ’intensité ¢:
di . Ldi .
L—+Ri = s—+1=0.
Y 0 ou Rd: "' 0

Compte tenu des conditions initiales (i(O) =1= 1%), on obtient donc:
. E -: L
i(t) = ﬁe T, avec T = R

'(s; SiKestouvert,ona:i’=i>0.La diode est bien passante.

b) Quand on ouvre K, le courant :’= 7 > 0 circule dans la diode et la tension a ses bornes vaut #’ = V.

La loi des mailles donne I’équation différentielle vérifiée par i:
Ldi ._ Vs

= — 47 = —— = 0.
Rdr 1 R,tantquez 0
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La solution générale de cette équation s’écrit:

r
] = — —S 7% = —.
1 R +Ae T, avec T R
Le courant dans la bobine est continu, doncat=0,o0n a:
. E Vg . E+ Vg
0)=I===-—=—+A, & A= .
1(0) R R + ou R
La loi d’évolution de ’intensité 7 est alors:
I Vs E+Vg ! cant .
z()——i+ R e T, tantque 7=0.

{l\ Le courant dans le circuit ne peut pas prendre de valeurs négatives. Il s'annule quand toute I'énergie magnétique
initialement emmagasinée dans la bohine a été dissipée dans le circuit.

L’intensité 7 du courant s’annule a ’instant z, tel que:

-2 \ Vs E
~-Vg+(E+Vg)e ™ =0, dou:z = —rln( " ) = 1ln(1+‘7).

Pour ¢ > 1, le courant reste nul. On peut représenter I’évolution de I’intensité 7 au cours du temps:

Exercices de niveau 3

Exercice 10

a)OSite}nT;nT+g[, ona:e(t) = E, d’of.lzRC((ll—l:+u=E.
. T A du
081te}nT+—2-;(n+l)T[, ona:e(r) =0, dou:RC—a—;+u:0.

b) Pour:ze }O 5 %[ ,on est dans le cas de la charge du condensateur d’un circuit RC, initialement

déchargé, soumis a I’échelon de tension E. On a donc:
t

u(t) = E(l—e_?:), avec T = RC.

T I
On en déduit: u, = u(—z—) = E(l —-e 21).
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T , , .
c) Pour:ze ]5 5 T[ , on est dans le cas de la décharge d’un condensateur chargé sous la tension u,

e T
a ’instant 3 On a donc:

) T
u(t) = uge ©* 2/ = E(e"—l)e T,

_/_!\ Dans I'expression de v, on introduit un décalage temporel de ; carla décharge commencea t = ;

_T T
On en déduit: v, = u(T) = E(e 2 e_?).
d) On découpe l’intervalle |#T; (n + 1)T[ en deux intervalles:

]nT;nT+%‘[ et ]nT+g;(n+1)T[.

T . o
e Pourze ]nT snT + 5[ > on est dans le cas de la charge du condensateur d’un circuit RC, initia-

lement chargé sous la tension u(#T) = v, soumis a I’échelon de tension E.
Leoam
La solution de I’équation différentielle s’écrit alors: u(z) = E+A,e * .

)\ Le condensateur n'étant pas initialement décharge, on n'a pas A = —E. En outre, on tient compte du décalage
temporel de nT.

Alinstant z=#T,ona: u(nT) = v, = E+A,, soit: A, = v, —E.
On en déduit donc:

1
u(t) = E+(v,~-E)e 1" "0,

X s T .
A linstantz = n'T + > on obtient:
T

u(nT+g) =u, = E+(vn—E)eiﬁ.

e Pourte }nT + g 5 (n+ l)T[ > on est dans le cas de la décharge d’un condensateur initialement

chargé sous la tension #,. On a donc:

u(t) = u,e

A Plinstant t = (n + 1)T, on obtient:

ul(n+1)T] = v,,, = une_ﬁ.

e) Les limites U et V des suites {u } et {v } vérifient les équations:

T _T _T
U =E+(V-E)e 2 U(l—e’)=E(1—e“)
=
T T
V = Ue 27 V = Ue 2t
On en déduit donc:
T _r T
l_e 21T e217_e1.'
U=E T et V=E T
1-e°7 1-e°
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En régime oscillatoire permanent, ’allure de u(z) est représentée ci-dessous:
u

O

nT nT+§ (n+ )T (n+1)T+§ (n+2)T

En régime oscillatoire permanent, on peut considérer le temps écoulé suffisamment grand pour que les limites
U et V soient atteintes.

Exercice 11

1) e I’équation différentielle d’établissement du courant dans la bobine est:

I:d—i+i— E avec T = L
Rd: R’ "R

Compte tenu des conditions initiales ((0) = 0), on obtient donc:

t
1%(1 - eiT).

e La valeur limite de 7 est g Elle est atteinte a 5 % pres a I’instant 7 tel que:

~,
I

r
0,955 = g(l —e T), soit : = —1In(0,05) = 371.

Q Le régime permanent est établi a 5 % pres au bout de 3t.

et swT s X ona: o) = B, don: Ldi,; - E
2)a)OSlte]nT,nT+—2—[,ona.e(t)—E,dou.Rdt+1—R~
- T o) — 0. dens L

OSIte]nT+—2—,nT+T[,ona.e(t)—O,dou.Rdt+z—0.

Q Cette question est analogue a la question a) de I'exercice 10.

b) D’apres les équations différentielles écrites a la question présente, I’intensité 7 a la forme:

. . . T
— d’une exponentielle croissante sur la demi-période ]nT snT + 5[ 5

— d’une exponentielle décroissante sur la demi-période ]nT + T 5 (n+ I)T[.

.
C;) La premiére demi-période correspond a I'établissement du courant dans la bobine, la seconde a 'arrét du courant
dans la bobine.
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L’allure de I’évolution de #(z) sur les quatre premieres périodes est représentée ci-dessous:

E
R

c) On se place maintenant en régime périodique permanent. L’intensité du courant varie entre les
valeurs I et I, au cours d’une période T.

eSire ]nT snT + 5[, la solution de I’équation différentielle posée a la question 2) a) est:
_(t=nT)

i(r) = g+Ae T, avec T = Iﬁ

Zl\ On tient compte dans I'expression de /i du décalage temporel nT.
— A P’instant ¢ = nT,ona:

(nT) =1, = g+A, soit: A = Im_g €))

— Alinstantz = nT + L ona:
’ T E , = E\ o
1(”T+§) = IM = §+Ae 21:, soit: A = (IM_R)eZT (2)
Des égalités (1) et (2), on déduit donc:
T

_E_ (1. _E\.%
I R_(IM R) @)
T

eSite ]nT + 55 (n+ l)T[, la solution de I’équation différentielle posée a la question 2) a) est:
L)
i(r) = A'e T , avec T = R
A On tient compte dans I'expression de /du décalage temporel nT + ;
—Alinstantz = nT + g, ona:

z(nT+§) Iy =A 3

—AVlinstant 7= (n+ 1)T, on a: T
i[(n+1)T] =1 = A’e 2t 4)

Des égalités (3) et (4), on déduit donc:

I
I, =1Iye ™ (b
e Des égalités (a) et (b), on obtient donc finalement:
T T
I _E e-1 I _El-e™
MTRT 1T P mTRT T
o2t _ o 3t o2t _ e 2t

37

Exercices




En régime périodique permanent, ’allure de la courbe devient:

In

nT nT+§ (n+1)T (n+1)T+§
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