CHAPITRE

m Theoreme du

moment cinétique

Introduction

Le moment cinétique, tout comme la quantité de mouvement et ’énergie, sont trois
grandeurs fondamentales de la mécanique. Le moment cinétique joue, pour la rotation,
un réle équivalent a la quantité de mouvement pour la translation; de plus sa conservation
fonde les lois de Kepler, bases de I’étude du mouvement des planétes.
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Fig. 1. Regle des trois doigts
de la main droite.
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Fig. 4. Aire d’un triangle et produit
vectoriel.

A. Rappel: le produit vectoriel

A.1l. Définition

Définition 1

Le produit vectoriel des vecteurs # et v est un vecteur, noté # Ao dont:
—la norme est ||Zt A 6” = ||ﬁ||x||5||><|sin(ﬁ,5)| 5

— la direction est perpendiculaire a # et a v;

— le sens est donné par la regle des 3 doigts de la main droite (fig. 1).

Remarques
1) On déterminera donc un produit vectoriel en trois étapes : norme, direction
et sens.

2) L’angle (u,v) est orienté (signes > 0 ou < 0, fig. 2).

N
0

> > . .
sens + dans le plan (#, v) orienté

. -
par la rotation autour de @
-
u

5> > L
\ sens + dans le plan (u, 2 ) orienté

> >
uAMNv

-
W =

par la rotation autour de brd
Fig. 2. Orientation de I'angle (u, v).
3) Pour utiliser la régle des trois doigts de la main droite, il faut choisir la
position des doigts pour laquelle ‘(u,v)| est inférieure a 180° (fig. 3).

angle a ne pas considérer S . .
g p u AU (direction

car || > 180 7 et sens) (majeur)
(index)
i angle a considérer pour
o (;_ clétegminer le sens de o
u A0 a laide de la i
3 régle des 3 doigts de la @ (pouce)

AN (pguce) main droite |a < 180° 3

UAND ?
(direction et sens ) (index)
(majeur)

Fig. 3. Utilisation correcte de la régle des trois doigts de la main droite.

A.2. Quelques propriétés
e Le vecteur v Au est un vecteur de méme norme que # A v, de méme direc-
tion que # A v mais de sens opposé a u A v, ainsi:

UAD=—UAD.
e Siu et v sont deux vecteurs colinéaires alors: # A0 =0.
Notamment: uAu=0 et vAv=0.
e Siu,vet @ sont trois vecteurs, on a (distributivité) :
ur(v+w)=urv+urw.
e L’aire & du triangle ABC s’écrit: & = %Hﬁ ~Bd|

1 1511 15~ .
en effet ¥ = Ebasex hauteur = EHAB“XHBC”xIsmocI (fig. 4).

Chapitre 13 : Théoreme du moment cinétique
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Fig. 6. Dans une base orthonormée
cylindrigue.

Fig. 7. Produit vectoriel
dans des bases cartésienne
et cylindrique.

A.3. Calculs de produits vectoriels utiles
e Produits vectoriels entre deux vecteurs d’une base orthonormée directe

cartésienne

e - _ -
e Ae, :/;F‘s1n§ez = +le, = e,.
sens T

norme direction

(regledes 3 doigts  — — _ T | = o
de la main droite) (ex > ey) ) x € ey
De méme (fig. 5): e, ne,=e ; e re =e,
En revanche e,Ne,==€ ; e ne =—e,

e Dans une base orthonormée cylindrique:

e, = tle, = e,

\

direction

sin T
2
A

norme

e, Neg = +
/

sens

De méme (fig. 6): e, Ae, =€ ;e ne.=¢, ; g,ne =—¢, ;

e, Ne,=—6r ;e Ae, =—¢,.

e Produits vectoriels entre vecteurs des bases orthonormées directes carté-
siennes et cylindriques (fig. 7):

e ANe, = +|51?1 Ble, = sinBe,.
sens norme direction
(régle des 3 doigts Z3)=90 L iz
de la main droite) (25 ) ey St Le,
[sin®] = sin®

car 0 <O <m/2
sur le dessin

De méme: e reg, =+ e, =+lcos6le, = cosBe,

sin(e + Ej
2

|cosBl = cosBcar 0 <0< g sur le dessin)

sin(6+£)
2

(car cos® > 0 puisque 0 <0< g sur le dessin).

e, Ner=— e, =—cosBe,

¢ ne, = —[sin(-0)|e, = —sinBe,

(car sinf > 0 puisque 0 <0< g sur le dessin).

Remarque: il est préférable de faire un schéma pour lequel on a:
0<6<g, ainsi sin > 0 et cos0 > 0.

Les calculs faits dans ces conditions restent valables dans les autres positions.

A.4. Expression du produit vectoriel
en coordonnées cartésiennes

e - - A (e 1
Siu=ae +be +ce etv=ae +be +ce_,

- - — - - - 1 [ 1
alors  unv=(ae +be, +ce)A(a'e +be +ce)
soit unv=aa'e ne +abe ne +ac'ene,
[P [Pl [Pl
+ba'e, ne +bb'e, ne, +bc'e, ne,
[ [ [
tca'e, ne +cble, ne tecle, ne,
D’ou

unv =(bc — b'c)e, +(ca' —c’a)eg +(ab' —a'b)e,
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B. Moment d’'une force

B.1. Moment d’une force en un point

— > Définition 2

Le moment M—O(F) en un point O d’une force F appliquée au point M est
défini par le vecteur (fig. 8) :

. - My (F) moment en O (N-m)
Mo(F) = OMAF _
F force (N)

Ty

M \‘\Za

Fig. 8. Moment d'une force F
en un point 0. Propriétés:

e La norme (ou valeur) du moment JT/{E(F) est:

)| = lonl  [Fl x [sin(oM. )| = omx [Fll x[sina;

e si O appartient 4 la droite d’action @ de F (c’est-a-dire si OM est colinéaire
a F), alors M, (F)=0;

e si plusieurs forces E, E et 1?‘3 sont appliquées au point M, alors, si on
appelle F=F +F, +F, la résultante de ces forces, on a:

Mo(F) = OMAF = OMA (F, +F, +F,)

OM A F, +OM A F, + OM a F,
= Mo(F,) + dlo(Fy) + Mo (Fs).

Remarque: dans les exercices, OM et F se décomposeront en fonction de
vecteurs de bases. Le calcul du moment en O de F reviendra donc a un calcul
de produit vectoriel entre vecteurs de bases.

Cas du pendule simple
Considérons le pendule simple composé d’un fil inextensible sans masse de longueur £ = OM, suspendu

en O, point fixe du référentiel terrestre QRg(O H ex,a,ez) supposé galiléen et d’une masse m assimilée a
un point matériel M repéré a I’aide des coordonnées polaires d’axe e, .

Exprimer le moment en O des forces appliquées au point matériel M.

Solution
e Le point M est soumis & son poids P vertical et dirigé vers 2
le bas, de valeur P = mg, et a la tension T du fil, colinéaire (4 @Z e? N
au fil et orientée vers O. I|—ﬁ Ry 0 e, H
e Le moment en O du poids P = mgg appliqué en M est: N 2 L
. - . . . e, ’"€ '
Mo(P) = OMAP = e, nmge, L NT
— — e : K
=mgle. ne, M)
= mgt x| x|e;] x|sin(e,, ) (=) | g
= —mglsinBe,. /"'

Remarque: (—Z) est obtenu a I’aide de la régle des trois doigts de la main droite et |sin(—0)| =sin®
car 0 > 0O sur le schéma.

e Le moment en O de la tension T =—Te, appliquée en M est:

Mo(T) = OMAT = €e,n(-Te,) = —£Te, ne, = 0.

Remarque: on aurait pu conclure directement car OM est colinéaire a T .
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effet de la =2

Fig. 9. Moment d"une force F

ayant tendance a faire tourner
le point M dans le sens direct

autour de A.

> -
A(U) effet de F

- >
My (F )= |F|a

Fig. 10. Moment d"une force F
ayant tendance a faire tourner
le point M dans le sens indirect
autour de A.

B.2. Moment d’une force par rapport

a un axe orienté
Soit A un axe passant par O de vecteur unitaire u.
Remarque: si O’ € A alors A peut étre défini indifféremment par O’ et u.
Le moment de la force F appliquée au point M par rapport a I’axe A est
donné par le nombre scalaire :

JM A(F) moment par rapport a A (N -m)
MA(F) = Mg(F)-u | Mo (F) momenten O (N-m)

u vecteur unitaire de A.

M A(F‘) correspond donc simplement a la projection de JM—O(F) sur A et C’est
une grandeur algébrique.
En appelant H le projeté orthogonal de O sur la droite d’action de la force F,
on obtient:

My(F) = (OMAF) - u = ((OH+HM)AF)-u = (OHAF)-u

(car HM // E)
Le moment Jit A(177) est défini par ’expression:

A/(A(F) moment par rapport 8 A (N-m)

d bras de levier (m)

IFll norme de la force N).

e Le signe « + » est obtenu si la force F a tendance 4 faire tourner le point
matériel M dans le sens direct autour de I’axe A (vecteur %) (fig. 9);

e le signe « —» est obtenu si la force F a tendance a faire tourner le point
matériel (fig. 10) M dans le sens indirect autour de ’axe A.

My(F) = s dx|F]

Propriétés:
e SiF est colinéaire a A alors JI/LA(F) =0;
e sila droite d’action de la force F coupe I’axe A, alors MA(F) =0;
. si _plus_ieug forces F‘l, 1?‘2 et E sont appliquées au point M, si on appelle
F=F+EF+F,ona: _ . . .
MA(F) = Mp(Fy) + My(Fy) + Mp(F5).
Remarque: le bras de levier est un moyen pratique pour calculer le moment

d’une force dans un exercice (si la géométrie n’est pas trop compliquée).

Solution

(6 > 0 sur le dessin).

autour de A.

Cas du pendule simple (suite)
Calculer les moments des différentes forces appliquées au point M par rapport a I’axe A = (O; E).

Le bras de levier du poids P par rapport a A est:
d=0H ={x|sin6| = £sin0

Le poids P a tendance a faire tourner M dans le sens indirect
autour de A (orienté par e_). 9

Ainsi: J,(P)=—-1xd x|[Pll= —mglsin® .
On multiplie par —1, car P fait tourner M dans le sens indirect P j
+

Le bras de levier de la tension T est nul donc Ji A(T‘) =0.

-
-

e
® @2 eq
o) ol =
S

=
e,
ex €

<
Bl

\

,

A M(m)
e -
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B.3. Moments d’un ensemble de forces appliquées
a un solide : moment résultant

1. Par exemple un solide Un systéme matériel! & est, de maniére générale, soumis a un ensemble de
. = forces F, appliquées aux points M, (fig. 11).
F, ’ On définit alors, afin de caractériser les efforts (ou actions mécaniques) appli-

qués au systeme & :

¢ larésultante des forces, qui est la somme vectorielle des forces appliquées:

7 F, R = Eﬁouﬁ:fffdﬁ(M);
e —
@ F, A v M
2 -~ r . .
0 * le moment (résultant) en un point A, qui est la somme des moments en

Fig. 11. Ensemble de forces A des forces appllqueﬂ - -
appliquées & un systéme de points My = EJI/LA(Fi) = EAM,» AF;

matériels. 7 7

Soit A un axe passant par A et de vecteur unitaire « ; on peut écrire:
My = M—A u
=D ML (E),
1
On distingue de maniére générale parmi les efforts appliqués a un systéme
matériel fermé:

— les efforts intérieurs : exercés par une partie du systéme sur une autre partie
du systéme, donc par des éléments intérieurs au systéme étudié;

— les efforts extérieurs: exercés par des éléments ne faisant pas partie du
systéme, donc extérieurs au systéme étudié.

Ces efforts peuvent résulter d’actions a distance (exemple: poids, force d’in-
teraction ¢électromagnétique) ou d’action de contact (exemple: réaction du
support, forces de pression...).

Exemple: poids d’un systéme matériel ¥ dans un champ de gravitation g
uniforme.

Chaque ¢élément de volume dV(M) centré en M, de masse dm (M), est soumis
a la force de pesanteur élémentaire: dF(M) = dm(M)g .

La résultante de ’ensemble des forces précédentes est le poids du systéme
matériel :

P=[[[ dFaw = [[[ dmMg=¢][[ dmM)=mg,
en notant m = IIIMdm(M) la masse du systeme matériel.

Exprimons le moment de I’ensemble de forces au centre d’inertie G du systéme
matériel :

Mg =[] GMAdEM) = [[[ GM A dm(M)z = (dem(M)GM) AZ.
Par définition du centre d’inertie G du systéme matériel :
[]], dm(M)GM =0, donc .l =0.
Le poids d’un systéeme matériel est une force appliquée au centre d’inertie G,
qui est confondu avec le centre de gravité, car g est uniforme.

Les forces de pesanteur appliquées a un systéme matériel se comportent
comme une force unique P =mg appliquée en G.

En un autre point A: A, = AG Amg.

Chapitre 13 : Théoreme du moment cinétique
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B.4. Cas particulier: couple

Définition 4
_F Un couple est un ensemble de forces dont la résultante est nulle.
o) R Par exemple sur la figure 12, Pensemble des deux forces s’exercant sur la tige
F forme un couple, puisque la résultante est nulle. Un couple est responsable

d’une rotation uniquement: on parle par exemple du couple moteur exercé
par un moteur sur la partie tournante qu’il entraine.

Fig. 12. Couple exercé sur une

tige. On confond souvent le couple et son moment.

B.5. Liaison pivot parfaite entre deux solides

Les liaisons surfaciques entre deux solides (étudiées en SI) permettent d’éli-
miner des degrés de libertés sur les six qui sont disponibles pour caractériser
le mouvement d’un solide par rapport a un autre.

Une liaison pivot entre le solide ¥, et le solide ¥, est une liaison n’autorisant
qu’une rotation de ¥, autour de I’un de ses axes A, fixe par rapport a3 ¥, (¥, ne
possede qu’un unique degré de liberté de rotation par rapport a &, fig. 13).
Elle est parfaite si le moment par rapport a I’axe A des actions de contact exercé
par ¥ sur &, (ou par ¥, sur ¥)) est nul: Jl, = 0 (autrement dit le moment en
un point O de I’axe A est perpendiculaire a A).

|

s e f e
(SR S —

Fig. 13. Liaison pivot entre ¥, et &,

Remarques:

e La réaction d’axe, action mécanique exercée par &, sur ¥, est quelconque
et n’a aucune raison d’étre nulle; de la méme maniére, les composantes du
moment en un point O de I’axe A perpendiculaires a A n’ont aucune raison
d’étre nulles.

e Pour mettre en mouvement &, par rapport a &, il suffit d’exercer un couple
dont le moment par rapport a A est quasi nul.

o Sile systeme matériel ¥ /¥, représente un moteur:

— ¥, partie du systéme permettant de mettre en rotation ¥, s’appelle le stator
(vient de statique, partie « fixe» de référence du moteur),

— ¢,, partie du systéme en rotation autour de I’axe fixe A de ¥, s’appelle le
rotor (vient de rotation).

Cours
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C. Moment cinétique d'un point
matériel

_ C.1. Moment cinétique en O d’un point matériel
2oy M(m) dans le référentiel R
- (]

Ly
o M Le moment cinétique en O du point matériel M () dans le référentiel R est

) le moment en O de la quantité de mouvement E(M)/% = m%(M),gi du point
[ M dans le référentiel R (fig. 14).

— >
o = (OM, v (M)

Fig. 14.M t cinétique. DN inéti
g oment cinétique L, (M) moment cinetique

(kg m?-s1)
ES(M)I% =OM A mB(M)/m m masse (kg)

(M) vitesse (m-s™)

Remarque: lorsqu’il n’y a pas ambiguité sur le référentiel, il n’est pas néces-
saire de conserver I’indication ,;, tout au long des calculs.

Propriétés:

-> M RN
v (M)[g = vey 1. La norme du moment cinétique s’écrit:
. u (Lo (M), | = [OMIIx 12 (M, ||| sin(OM, 2(M),.,)
e R -~ .
Ne = mOM x|lol|x|sin(o)| -
€p 6 . . .
oV 2. Expression en coordonnées polaires:
el Lo(M),, = OM A mo(M),, = ré, nm(re. +rfe,) = mrbe. .
L’expression Ly(M),, = mrzég indique que si le
moment cinétique de M en O est dirigé selon e, alors

Fig. 15. Moment cinétique le mouvement se fera dans un plan perpendiculaire a e,

en 0 d'un point M en mouvement (Cest-a-dire (e,, e,)). )

circulaire 9= dans le référentiel  [a mesure algébrique mr’® de ce moment cinétique

R0:e. e 6) indique le sens de rotation de M autour de I’axe (O; e):
si mr’® > 0, alors § > 0 et 6 augmente au cours du
temps.

Si M est en mouvement circulaire, de centre O et de rayon R, a la vitesse angu-
laire 0 (fig. 15), le moment cinétique de M dans le référentiel R(O ; e,,e,,e,)
est:

L,(M),, = mR’we, = mRoe, (avec v = Ro).

Cas du pendule simple (suite)
Calculer ’expression du moment cinétique en O du point M(m2) dans le référentiel Q{g.

Solution
Lo(M),, =OMAmo(M),, ={e. nmOe, =ml0e, .
—~wi — - dW d_‘r e
En effet OM = €5, et 9(M),, = (O—) _ e( ¢ ) _ the .
¢ dr 19, dr 19,

Remarque: { est constant donc € =0, il n’est donc pas nécessaire de faire apparaitre le terme e, dans

) . dOM
I’expression du vecteur .
dz 1,

Chapitre 13 : Théoreme du moment cinétique
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>
u

o (M)

Fig. 16. Moment cinétique du point
matériel M(m) par rapport a I'axe A

dans le référentiel 9.

C.2. Moment cinétique d’un point matériel M par
rapport a un axe orienté dans le référentiel R

L, (M), (fig. 16) :

L,(M),;, = L_(;(M)m ‘u

Le moment cinétique du point matériel M (m) par rapport a I’axe A (orienté
par le vecteur unitaire %) passant par O dans le référentiel R, est le scalaire

=(OM Amo(M),g) - u

Remarque:

L,(M),, représente simplement la projection de I:(M)/% sur A et c’est une

grandeur algébrique.

Solution

4

Cas du pendule simple (suite)

Exprimer le moment cinétique du point M (m) par rapport a I’axe (O e:) dans le référentiel thg.

L(o;e:>(M)/@R =Ls(M)5 e, = mfﬂée:@ =m0 .

2.Si & est composé de plusieurs
sous systémes (par exemple de
plusieurs solides), le moment
cinétique en A de ¥ s’obtient
par sommation des moments
cinétiques en A de chaque sous

systeme.

C.3. Moment cinétique d’un systéme matériel

C.3.1. Moment cinétique en un point A

Le moment cinétique L, (%), > en A du systéme matériel ¥ en mouvement

dans le référentiel R est la somme des moments cinétiques en A de chacun

des points de & (fig. 17):

La(@)g= DLaMg

= Emim A9 (M) g

Ou encore :

Ly(¥), g = fffMdI;(M) P

= fffM dm(M)AM 75 (M) g,

L.($)a

moment cinétique

(kg . mZ o S—l)
masse (kg)
(m)

vitesse (m-s)

moment cinétique

(kg . mZ o S—l)
masse (kg)
(m)

vitesse (m-s™!)

A @
0

V(M)

Fig. 17. Ensemble de points matériels et leurs vitesses.
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C.3.2. Moment cinétique par rapport a un axe

Définition 8

Le moment cinétique L, (), par rapport a ’axe A (de vecteur unitaire )
du systéme matériel ¥ dans le référentiel % est la projection sur ’axe A du
moment cinétique en n’importe quel point A de A:

LA(y)/Q{ =u 'I:(y)/%

C.4. Moment cinétique d’un solide en rotation
autour d’un axe fixe

C.4.1. Définition

3. La vitesse de B est nulle dans o:  OT considere un solide ¥ en rotation a la vitesse angulaire o = 0 (orientée)
VB),, =0 ; il en est de méme pour ~ autour de I'axe A = (B, ¢,) fixe dans le référentiel R° (fig. 18).

tous les points de 'axe A. Sila répartition de masse est discrete: tous les points M, de masse 7, du solide
& ont une trajectoire circulaire de rayon r,, parcourue a la vitesse angulaire
=0.
Al o
o) On peut écrire:
.
L) = zmﬂ’i 0
i
=], -0

r, = H,M, distance entre le point M, et I’axe A, H, projection orthogonale de

M sur A.

Si la répartition de masse est continue, on remplace la somme discréete (X) par
une somme continue (fff-) ; on obtient:

L ()= [[] HM?dm(M)-©

Fig. 18. Solide en rotation autour = ]A -
d’un axe fixe. Ainsi:

Le moment cinétique d’un solide & en rotation a la vitesse angulaire w = )
(orientée) autour de ’axe A fixe dans le référentiel R s’écrit:
LA(g)/% = JA ,

ou]j, = IJJMdm(M)HMZ est le moment d’inertie du solide & par rapport a
I’axe A (en kg-m?).
On peut aussi écrire:

I, = jJJMdm(M)HMZ = Zmiriz,
avec r, la distance entre chaque point M, et l’axle de rotation A.

L’expression J, = Zmﬁf indique que plus le solide en rotation sera composé

1
de masses importantes situées loin de I’axe de rotation, plus son moment
d’inertie sera grand.

A
a
2 C.4.2. Quelques moments d’inertie classiques
g j/ Moment d’inertie d’une tige par rapport a sa médiatrice
/ Soit une tige rectiligne, homogeéne de masse m, de section négligeable et de
longueur a et sa médiatrice A (fig. 19):
1
- I, = —ma®.

Fig. 19. Tige rectiligne. 12
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Moment d’inertie d’un cerceau par rapport a son axe

Soit un cerceau homogene de masse m, de section négligeable de rayon R
(fig. 20) et son axe A:

)

ANEAN
VARV

J, = mR2.

Moment d’inertie d’un disque par rapport a son axe

Soit un disque homogeéne de masse m, de rayon R et son axe A (fig. 21):

|
= —mR".
AN 2

Fig. 20. Cerceau.

Moment d’inertie d’un cylindre plein par rapport a son axe

Soit un cylindre plein homogene de masse m, de rayon R et son axe A (fig. 22):

1
JA = 51’1’11{2

Fig. 21. Disque. . . \ 5 . |
¢ a Moment d’inertie d’une sphére par rapport a I’un de ses diameétres

R Soit une sphére homogéne de masse m et de rayon R et A I’'un de ses diameétres
(fig. 23):
e sphére creuse: J, = ngZ ;

G

e spheére pleine: J, = %mR2 .

Fig. 22. Cylindre plein.

; D. Théoreme du moment cinétique
(TMC)

3

D.1. Théoréeme du moment cinétique d’un point
matériel en un point fixe d’un référentiel

galiléen
TMC(O)
La dérivée par rapport au temps du moment cinétique L*O(M),g%g du point

Fig. 23. Sphere. matériel M(m) en un point fixe O dans le référentiel galiléen 97tg est égale
au moment en O des forces appliquées au point M :
= L.(M) moment cinétique
d(Lo(M)mg) —_— olM) Thszosselo @l 4
> = Mo (F) (kg-m?*-s™)

o Mo(F) moment (N - m)

Démonstration
Le moment cinétique en O du point M dans le référentiel galiléen %g s’écrit:
Ly(M), =OMna %(M),%g_

On dérive cette expression par rapport au temps dans le référentiel QRg:

dLg(M oM) __ (deW)
dr dr % dr
1% % 19
Comme O est fixe dans R, (%j =o(M) .

- 19
do(M) |

En outre: (T} = a(M)/gtg .

/9g

Cours
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Comme Qig est galiléen, on a, d’aprées le PFD:
ma(M),; = F,

donc:

dL_ (M), L
[%] =OMAF = M4 (F).

/%y

On notera TMC(O) ce théoréme appliqué au point O fixe dans le référentiel
galiléen R .

Remarques:

e Le TMC(O) fournit une relation vectorielle.

e Le point O peut étre remplacé par n’importe quel point fixe dans QRg.

e Ce théoréme n’apporte, pour un point matériel, aucune information supplé-
mentaire par rapport au PFD; en effet, toutes les forces s’appliquent en un
méme point. Il permet seulement de résoudre plus facilement certains exercices
(en faisant disparaitre certaines forces inconnues).

Cas du pendule simple (suite)

Appliquer, au pendule simple de I’application 1, le théoréme du moment cinétique en O, par rapport
a QRg, afin de déterminer I’équation différentielle du mouvement.

Solution
D’apres les applications 1 et 3, on a trouvé:

Lo(M),, =mé0e, ;
My (P) = —mglsinBe, ;
M (T)=0.

En appliquant le TMC dans le référentiel R . galiléen au point O fixe dans le référentiel R pona:

dL_ (M), N,
[ﬁ] = Mg(B)+Mo(T),
dz
19
soit mt*0e, = —mglsinBe_,

ce qui donne en projetant sur g I’équation différentielle du mouvement :

é+§sin6=0 .
14

D.2. Théoréme du moment cinétique d’un point
matériel par rapport a un axe fixe
d’un référentiel galiléen
TMC(A)
La dérivée par rapport au temps du moment cinétique L. A(M),gtg du point

matériel M(m) par rapport a I’axe A, fixe dans un référentiel galiléen %g, est
égale au moment des forces appliquées au point M par rapport a A :
dL,(M),q, B L M) momezlt c_ilnétique
£=M, (F) (kg-m?*-s7)

de M ,(F) moment (N - m)

12

Chapitre 13 : Théoreme du moment cinétique

BREAL_PHY_C16_2e.indd 12 23/07/13 13:45



Démonstration

On suppose que A est un axe orienté a I’aide d’un vecteur unitaire « passant
par le point O et on multiplie scalairement le TMC(O) par u:

dL (M),
u( (M),

= } =u-y(F),

g
d(a- LM, )
dr

- [ dL,(M =
comme u = cte dans QRg: =u-JM,(F) soit %zMA(F).
Remarques:

e Le TMC(A) n’est que la projection du TMC(O) sur A avec O € A.

e Le TMC(A) fournit une relation scalaire.

rapport a A = (O} E).

Solution
dL,(M)

dr

Cas du pendule simple (suite)
Retrouver I’équation différentielle vérifiée par I’angle 6 du pendule simple en utilisant le TMC(A) par

e
2 —>
2 © €,
Iﬁ (%g) (¢] €y H
N - L
e, e’"e '
—
T
0 [
T M(m)
P
----- - P
/"’

——— % = U, (P)+ A, (T), et 'on obtient: m€?0 =—mglsin+0, soit é+%sin6 =0.

D.3. Cas particulier de conservation du moment
cinétique d’un point matériel

D.3.1. Mouvement a force centrale

Définition 9

Le mouvement d’un point matériel M est a force centrale F si le point M
est soumis a une force F dont la droite d’action passe constamment par un
point fixe O (fig. 24), appelé centre de force.

M
5 >
ey F
R
?e e, r
[ ]
R
0° 2
5

Fig. 24. Mouvement & force centrale.
Remarque: OM et F sont donc colinéaires.
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4. 0n obtient ainsi la propriété
suivante: la résultante des actions
intérieures a un systeme fermé

est nulle et le moment en un point
quelconque des actions intérieures
est nul.

5. Considérons que le systéme
< est constitué de deux sous
systémes ¥, et ¥, en interaction:
onappelle F,_, et a1
la résultante et le moment résultant
en A des actions de &, sur ¥,
etF, ., et dla 2 la résultante etle
moment résultant en A des actions
de &, sur ¥, . Comme pour le
systeme ¥, ?HZ et ﬁH sont
ges fo_rces intérieurgs, ona:
Fo_,+F,,=0,s0it: F_,=-F, ..
De la méme maniere, pour le
systeme &, ﬂA, 2 et JT/LA, 251 sont
des moments de forces intérieures,
ona:

ﬁA,Hz +ﬂA,2~>1 =ﬁ,
soit: Ma, 12 =—Aa, 201 .

On généralise ainsi le théoreme
des actions réciproques.

6. Sil'élément de matiére quasi
ponctuel de matiere n’est pas
assimiIaQIe a un point matériel,
laforce F_,; n'est pas forcément
portée par MM; !

7.Le moment des actions
extérieures peut étre le moment
d'une force ou alors le moment
d'un couple !

D.3.2. Conservation du moment cinétique

Appliquons au point M, ayant un mouvement a force centrale F, le TMC(O):
dLo (M),

% =Mo(F)=OMAF=0 ainsi Lo(M),, =cte.

/%

Le moment cinétique L—O(M)/%g du point M se conserve au cours du mouve-
ment de M.

D.4. Théoremes du moment cinétique
d'un systeme matériel

On considére un systéme matériel ¥ en mouvement dans un référentiel gali-
léen %g. On suppose, pour la démonstration, que le systéme est composé
d’un ensemble de points matériels (si le systéme est continu, on suppose qu’il
est décomposable en un ensemble d’éléments de matiere quasi ponctuels de
volume dV(M), de masse m = dm(M) au voisinage de M) centrés sur les points
M, et que ces éléments de mati¢re sont assimilables a des points matériels.

Appliquons alors le théoréme du moment cinétique en un point A fixe de 97{g
a chaque élément quasi ponctuel du systéme:

dI:(Mi )/?Rg

= I/T/t:(ﬁe—n‘) + Z‘A—/L:(Fj—n')
d[ J#
17
=AM, AFe.i+ Y AM; AF;
J#i
en sommant sur tout le systéme, on a:
dL,(M,),, L I,
Y| | =Y AM AFei+ . > AM, AF
i dz i i g
/g
Expression dans laquelle:
dL, (M), d e AL, (P,
_ F =— YL, (M, =[—= est la dérivée
2 de dtz A (M), de

d /g /% /g
par rapport au temps dans le référentiel galiléen %g du moment cinétique en

A du systeme matériel ¥;

o ZAMi AFesi = Ma, ex estle moment résultant en A des actions extérieures

1
au systéme ¥;
e lasomme zz AM; A F i = ﬂA, e €St le moment résultant en A des actions
PERES)
intérieures a ¥: en regroupant par deux les termes de la somme, sous la forme:
AM; AFj~i + AM; AFi-;, on a:
AM; A(=Fiv;)+ AM; AFi; = (AM; - AM ) AFij = MM AFis,; =0
(car la force Fi,; est portée par MM, d’apres le principe des actions reci-
proques (3¢ loi de newton)), et donc:
mA, int — ZZAM' /\F’]—)z = 6. 456
[ES)
dL, (¢ )/glg

q = Ma, e ' qui est la généralisation du théo-
r

On obtient ainsi:
19,
réme du moment cinétique en un point A fixe du référentiel galiléen QRg;

comme on a réussi a la démontrer, cette loi est un théoréme.

Chapitre 13 : Théoreme du moment cinétique
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Théoréeme du moment cinétique d’un systéme matériel en un point
fixe A (TMC(A))

Dans un référentiel galiléen @{g, la somme des moments des actions mécaniques
extérieures appliquées a un systéme matériel ¥ est égale a la dérivée par rapport
au temps dans %, du moment cinétique du systéme  en un point A fixe de R, :

I:(Sf)/%g moment cinétique en

d(Ly()a, ) . B A (kg m?-s7)
de = MA, ext Ma, ext moment en A des actions
19, meécaniques extérieures
(N-m)

Cas particuliers:

e Dans le cas ou Jla, e =0 (systéme isolé ou pseudo-isolé), le moment ciné-
tique en A du systéme se conserve au cours du temps.

e Si le systéme matériel & est au repos (en équilibre) dans le référentiel
d’étude, alors Fex =0 et Ma, e =0 (quel que soit le point fixe A): ces équa-
tions sont celles de la statique des systémes matériels. LLa réciproque n’est vraie
que si For =0 et Ma, e =0 et si, en plus, & est au repos a un instant z,, alors
le systeme est au repos (a chaque instant) dans le référentiel d’étude.

En repartant du TMC(A), si A = (A, u) est un axe fixe de thg (u vecteur
unitaire), on obtient le théoréme du moment cinétique (scalaire) par rapport
a cet axe: multiplions scalairement par # le TMC(A):

_ (dL (&) L dlu-Ly Py, | - _

a| AT L T e soitM=u~MA,m

dr de
19,

dL, (),

car u est fixe dans R,» soit =M, . (TMC(D)).

Théoréme du moment cinétique d’un systéme matériel par rapport
a un axe A (TMC(A))

Dans un référentiel galiléen %g, la somme des moments, par rapport a un
axe A fixe de %g, des actions mécaniques extérieures appliquées a un systeme
matériel & est égale a la dérivée par rapport au temps dans E)Rg du moment
cinétique du systeme & par rapport a ’axe A :

L& .
(%), % moment cinétique par rapport
dL,(9)q, alaxe A (kg-m?-s™!)
de — TAext M moment par rapport aA des
actions meécaniques extérieures

(N-m)

A, ext

D.5. Théoréemes du moment cinétique d’un solide
en rotation autour d’un axe fixe

Supposons que ’on étudie le mouvement d’un solide ¥ en rotation autour
d’un axe fixe A = (A, u) dans le référentiel galiléen %g, a la vitesse angulaire
instantanée ® =0.

On peut utiliser le TMC(A): do

hadpiy
JA dt A, ext

Cours
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Wz On considére un pendule pesant constitué d’un solide &, de masse m, de centre de masse
G et de moment d’inertie ] par rapport a I’axe A = (O3 e, ). Il est mobile autour de I’axe A par 'inter-
médiaire d’une liaison pivot. L.’axe A est fixe dans le référentiel galiléen Qig(O 5 e.5€,5¢,) avec e, vertical
vers le bas.

o)

1) Déterminer I’équation du mouvement.
2) Dans le cas de mouvements de faible amplitude (0 petit), montrer que I’équation du mouvement est
analogue a celle d’un oscillateur harmonique.
mgt
J
3) Dans le cas général (0 quelconque), déterminer I’équation du portrait de phase.
4) On donne P’allure du portrait de phase dans quatre configurations @, @, ®, @.

. 2 _
Remarque ¢ on pourra poser @, =

6
Wy

Pour chacune des courbes, indiquer s’il s’agit d’un mouvement pendulaire ou de révolution.
Caractériser le cas échéant ’amplitude du mouvement.

Pour la courbe @, indiquer a quoi correspond le point 6 = .

Solution

1) Pour déterminer ’équation (différentielle) du mouvement du pendule en rotation autour de I’axe
fixe A, on va écrire le TMC(A) appliqué a & dans le référentiel galiléen gtg.

Chapitre 13 : Théoreme du moment cinétique
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e Moments par rapport a A des efforts appliqués a & :

— liaison pivot: JL,(pivot) = 0
—poids: M, = —mgx {sinf —

P a tendance bras de levier €; o
a faire tourner (distance HG)

dans le sens

indirect et autour

de A

* TMC(A) appliqué a ¥ dans R :

]xi—‘f=0—mg€sin9 avec ®=0

qui s’écrit Jé +mg{sin0=0.

2) Dans le cas de mouvements de faible amplitude (6 faible)
sinf =0

I’équation ci-dessous s’écrit:

Jo+ mglsin®=0

soit 0 + ngeO =0

. mgl
soit, en posant ®, = Tg :0+0,/0=0.

Cette équation est analogue a celle d’un oscillateur harmonique.
'.(2.' Comme mestenkg, genm-s? ¢ enmetdenkg-m?

kg-m-s?-m

. =rad-s”
g-m

3) Dans le cas général, on reprend ’équation de mouvement:
. (N
0+ ﬂsme =0
. J
m . .
avec O, = Tg , elle s’écrit: 0+w,’sin0=0

Pour obtenir ’équation des trajectoires de phase, on multiplie par 0 :
60+ 1,2sinOx O =0

qui donne en intégrant I’équation du portrait de phase:
N2

— -, cos® =cte

. 2
ou [i] —2cos0 =cte
0)0

L
',Q.‘ Apres intégration, I'équation obtenue s'appelle « intégrale premiére du mouvement».

4) Interprétation des différents portraits de phase :

BREAL_PHY_C16_2e.indd 17
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Courbe ®

@® Mouvement de petites
amplitudes du pendule
simple.

Courbe @

@ Mouvement de
grandes amplitudes
du pendule simple.

Courbe ®

® Mouvement de
révolution du pendule
simple.

Courbe ®

0=mn

(en haut) instable.

\\
'

B

@ Positions
instables.

équilibre

La valeur maximum de 0 est plus importante.

La vitesse change de signe donc il s’agit d’'un mouvement pendulaire.

La valeur maximum de 0 est faible donc le mouvement est de faible amplitude.

Le mouvement est donc pendulaire avec une plus grande amplitude.

La vitesse ne change pas de signe donc il s’agit d’'un mouvement de révolution.

Sur la courbe @, la vitesse s’annule pour 6 = 7: il s’agit d’un point d’équilibre

L AERL R Pendule de torsion

On considére un solide &, de centre G, constitué d’une tige et de
2 masses, de masse m, de moment d’inertie J par rapport a ’axe
vertical A= (O3 e,) = (G;e,). Il est accroché a un fil de torsion qui
lui applique un couple de rappel C = —-K®6 ou 0 est ’angle repérant
la position angulaire de la tige de & par rapport a (G; e,).
On suppose que le référentiel terrestre %g(O 5 g,%,é) est galiléen.
1) Déterminer ’équation différentielle du mouvement.

K _. . , . .
2) En posant ®,” =—, faire ’analogie avec ’équation d’un oscil-
lateur harmonique.

3) Déterminer I’équation du portrait de phase. Tracer I’allure du
portrait de phase.

Solide (¥) =
Tige + 2 masses

Fil de torsion:
; Couple de rappel
C=-K6

G

e,

Chapitre 13 : Théoreme du moment cinétique
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Solution
1) Pour déterminer I’équation différentielle du mouvement du solide & en rotation autour de I’axe fixe
A = (0O e,), nous allons appliquer le TMC(A) au solide & par rapport au référentiel galiléen %,

e Moments par rapport & A des efforts appliqués a & :
—poids: .l (poids) = 0 (le poids est vertical comme A)
— fil de torsion: Jt,(fil) = -K6

o Le TMC(A) s’écrit:

d .
]—w=MA o =0—K0 avec © =6
dz ’
soit ]é +K0=0.
2) L’équation ci-dessous peut s’écrire en divisant par J:
6+X0-0
J

en posant ®," = % , elle s’écrit 0+ ®,’6=0.

Cette équation est analogue a celle d’un oscillateur harmonique.

3) Pour établir I’équation du portrait de phase, on va multiplier I’équation précédente par 0 :
Ox0+0,0x0=0.

En intégrant, on obtient:

N2 2
— 4w, X —=cte
2 2
é 2
soit — | +6% =cte.
0)0
. , . . . 0
Ceci est une équation du portrait de phase, qui est un cercle dans le plan | 6 ; — |:
,
i 0
o

L
',Q.' Apres intégration, I'équation obtenue s'appelle « intégrale premiere du mouvement ».

E. Puissance d'un ensemble
de forces appliquées
a un systeme matériel

E.1. Définition

On considére un systéme matériel ¥, soumis a un ensemble de forces F;
appliquées aux différents points M, (du systeme ), se déplagant a la vitesse
9(M,),,, dans le référentiel R (fig. 25).

Cours
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Fig. 25. Ensemble de forces appliquées & un systéme de points matériels.
Définition 10
La puissance des forces F; appliquées aux points M, (composant le systéme

matériel ¥) se déplacant a la vitesse v(M,),, dans le référentiel R, est la
somme des puissances des forces appliquées a chaque point M, :

UG puissance des forces
_ o appliquées a ¥(W
PP = 2 P(Ei)g = D Fi-0(M,) ou kg m?'s?)
' ' F, forces (N)
o(M,),, vitessede M, (m-s™)

Pour un ensemble de forces réparties dF(M) appliquées aux différents points
M (d’un systéme matériel continu &) se déplacant a la vitesse E(M)/% dans le
référentiel R, la puissance du systéme de forces (ou de ’ensemble de forces)
est définie par la relation (fig. 26):

P e puissance des forces
appliquées a ¥(W
— —_ . 2.q3
PSPy = [[[ AFMD)- oMy | _ ou kg-m?:s7)
Fig. 26. Force répartie appliquée dF force élémentaire (N)
3 un systéme continu. o(M,),, vitesse de M, (m-s?)

Un ensemble de forces est moteur si P > 0.
Un ensemble de forces est résistant si % < 0.

E.2. Puissance d’efforts extérieurs particuliers

E.2.1. Cas d’une force

Si le solide & est soumis & une force F dont le point d’application est A (ou A
est un point du solide), on a:

@)ext(F)/% =F. ‘U(A)/%
Exemple: le poids d’un systéme matériel ¥ (dans un champ de pesanteur
g uniforme) est équivalent a une force appliquée au centre de masse G du
systéme matériel ; ainsi, on trouve 1’expression de la puissance du poids:

97be.xt(n,lzé)/% = Wlé : ;)(G)/@ .

E.2.2. Cas d’un couple

Si le solide & est soumis a un ensemble de forces équivalent a un couple de
0 moment I' et dont la vitesse angulaire par rapport a un axe fixe A de R est w,

Fig. 27. ona:

P .D)e=To.

Chapitre 13 : Théoreme du moment cinétique
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On appelle travail infinitésimal

s e . Travail d’'un ensemble de forces

appliquées aux différents points M,

calculés entre les instants tet t+ dt r o 0
entre lesquels chaque point M se F' 1. Deﬁnltlon

déplace de dOM, le scalaire: Définition 11
W = dt= [[] dFiM)-dOM

= [[] dFm)-vim, dt

On appelle travail W, , d’un systéme de forces réparties dF(M) appliquées
aux différents points M d’un systéme matériel, calculé entre les instants z,

Avec: .
vee et z,, le scalaire :

OW  travail élémentaire 7
(J ou kg-m2-s2) W, .= 5 Pdz .
dF force élémentaire (N)
OM  (m)
v M g i 7y _ e
VWl dtosse doMparrapeort 2. Cas des forces extérieures
Dans le cas d'un ensemble Pour un systéme a répartition de masse continue, le travail infinitésimal des
de points matériels M, soumis forces extérieures s’écrit:
aun ensemble de forces F, _ J‘J‘J’ = - )
le travail élémentaire s"écrit: OWeswn MdFm(M) (M), -dt

dW=Pdt= Y F-dOM =Y F-v;idt. Exemple 1: cas du poids (résultante des forces de pesanteur) d’un systéme
' ' matériel ¥ de masse m dans un champ de pesanteur uniforme.

Entre deux instants ¢, et z, entre lesquels le point G passe d’une altitude z, a
z,, le travail des forces de pesanteur est:

o 212 . |12-
8. Le travail elementglre des forces W1—> L= _Mg[z]zf =mg(z, —2,) 8910,
de pesanteur (du poids) est: . , . . K . Lo

il ne dépend pas du chemin suivi mais seulement des positions initiales et

BW:—mgd—z dt=—-mgdz
dt _ finales de G (fig. 28).

dans le cas ol I'axe vertical (0; g,)

est orienté vers le haut (z étant =1 1=1

I'altitude du centre de masse G du

systéme matériel).

9. Le travail élémentaire des forces B
. Rp)
de pesanteurest: T .2l
OW =mgdz, Z Z
dans le cas ot I'axe vertical (0; e,) N N
est orienté vers le bas (z étant (¢} O

la position du centre de masse

A P Fig. 28. Travail des forces de pesanteur entre deux instants ¢, et t,.
G du systeme matériel).

10. Si on parle des efforts Exemple 2: cas d’un couple constant I" appliqué a un solide, en rotation a la
extérieurs, c'est qu'il existe aussi  Vitesse angulaire o = 0 autour d’un axe A fixe dans le référentiel %R.

les efforts intérieurs dont la En partantde ? (I =T-w
puissance est nulle pour un solide. ext de .
=I'— =T-0
de

et en intégrant les 2 instants 7, et ¢, entre lesquels le solide passe de la position
angulaire 0, a 0,, on obtient le travail du couple I':

- ezr@dﬁrfezde
o d 0,

=1,
r

-T(®,-6)
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G. Energie cinétique
d’un systeme matériel

G.1. Définition

11. Si & est composé de plusieurs L’énergie cinétique € (), '' du systéme matériel ¥ en mouvement dans le
sous systémes (par exemple
de plusieurs solides), I'énergie
cinétique de & s'obtient par €.(F)y  énergie cinétique
sommation des énergies cinétiques Ec(Pha = 2 EcM,)q (kg-m?-s2 ouJ)
de chaque sous systéme. d

référentiel R est la somme des énergies cinétiques de chacun des points de &:

_ 2 1 P m; masse (kg)
=23 mv"(M,)q o(M,),, vitesse de M, (m-s™)
Ou encore :
€.(9),, énergie cinétique
€c(P)g = fffMd(éC(M)m (kg-m?-s2 ou])

~ 1 5 dm(M) masse (kg)

= fffmgd"‘(M)” (M) o(M),, vitesse de M (m-s™)

G.2. Cas du solide en rotation
autour d’un axe fixe A
Dans le cas d’une repartition de masse discréte, chaque point M; possede une
vitesse v, = 1.0 .= rw
ainsi: € (%), = Z%mmzmz

Dans le cas d’une répartition de masse continue, on remplace la somme
discréte (2) par une somme continue (f)

Co(P)q = % j j jMdm(M)HMzmz

JA'(OZ

_1
T2
G.3. Loi de I’énergie cinétique pour un solide

en rotation autour d’un axe fixe A
d’un référentiel galiléen R

12. Les couples sontinclus dans

My En multipliant par w le TMC(A) appliqué au solide &, on a:
SiJt, =0, alors la vitesse angulaire - dLA(y>/gl —®- J‘/LA
w est constante. dr > ext

soit en utilisant L, () =], -®
d1

——(J, 0*)=uM, . O
dt2<JA ) A, ext
dé€ (¥
Soit C( )/%E = ‘/M’A ext ‘O .
dr ’

En posant ?_, =, .. -® lapuissance des actions mécaniques extérieure-
g R .
ment (en W), on obtient le TPC pour un solide.

22

Chapitre 13 : Théoreme du moment cinétique

BREAL_PHY_C16_2e.indd 22 23/07/13 13:45



Théoreme de la puissance cinétique (TPC) pour un solide

Dans un référentiel galiléen %g, la somme des puissances des forces exté-

rieures appliquées a un solide & est égale a la puissance cinétique (dérivée
temporelle de I’énergie cinétique du systeéme) :

déc(F)am . L
——— puissance cinétique (W)
4% (P _ g d
de — ¥ et €c(Fa, énergie cinétique (J)

% _ . puissance des actions mécaniques
extérieures (W)

Théoréme de I’énergie cinétique pour un solide
A partir du TPC, on obtient:
d€.(9N=P _dr.
Soit, entre deux instants 7, et z,:
AE(F)=Ec(N @)= €c(N() =W,

Xt, 1> L) *

Théoreme de I’énergie cinétique (TEC) pour un solide

Dans un référentiel galiléen Q{g, la variation d’énergie cinétique d’un systéme
matériel ¥ entre deux instants 7, et z, est égale a la somme des travaux des
forces extérieures et des forces intérieures appliquées au systéme matériel & :

€.(F) énergie cinétique

A€ (F) =€ () (@) =€ (D) (2) (J oule kg-m?-s2)
=W e, W,  travail des actions mécaniques

extérieures (J)

'(s; Le TEC permet de comparer 2 états du systéme a 2 instants différents.

G.4. Théoreme de I’énergie cinétique pour un
systéme matériel déformable

Application 9

On travaille dans le référentiel du laboratoire %g supposé galiléen. Une personne de masse M = 80 kg et
ayant £ = 90 cm de tour de poitrine, serrant, au départ, un balai horizontal (longueur L = 1,5 m, masse
my, = 500 g, brosse my = 500 g) est lancé a la vitesse de rotation initiale w, = 0,2 tr/s.
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On suppose que la rotation se fait sans frottement.

Le tabouret posséde une masse m = 2 kg et un rayon R = 30 cm.

A =0, la personne assise sur le tabouret reléve le balai et le met verticalement quasiment sur ’axe
de rotation.

1) Déterminer la vitesse de rotation du systéme balai + personne + tabouret apreés ¢ = 0.

2) Etablir le bilan d’énergie cinétique. Conclure.

. . 1
On donneles moments d’inertie: J, = ~ mR? pour le tabouret
1

€
L,=3 M(EJ pour la personne

Jbo = lmBaL2 + m,L? pour le balai horizontal
et ]b1 = 0 (le balai est pratiquement sur I’axe de rotation) pour le balai vertical
Solution
1) On applique le TMC(A) au systéme matériel déformable personne + balai + tabouret dans le réfé-
rentiel galiléen gtg du laboratoire.
Ce systéme est en rotation autour de ’axe fixe A.
e Moments par rapport a A des efforts extérieurs au systeme:
— poids ., (poids) = O car poids vertical
— frottements : négligeables
dLA(y),g,lg B

e Le TMC(A) s’écrit: 1
t

soit ici: LA(S’),mg = cste
Le moment cinétique du systéme se conserve au cours du temps.
Au départ: L, (g =L, =(J,+],+], )0, .
Apres1=0, Ly(9)g =J,+],+],) 0,
+]+ +] +
SOit @, = W, S+t =, i
J,+1,

J,+1.+],,
1 0,9V
AN.]J, =5><80><( 2’75) =0,82 kg m>

] = 1><2><0,32=0,09 kg m®

1
J, = 3X0:5X1L5 +0,5x1,5’ = 1,5 kg m’

0,82+0,09+1,5
0,82+0,09

=0,2 x 2,65

= 0,53 tr/s

La vitesse de rotation de la personne augmente d’un facteur 2,65.

O, = ®, X

2) L’énergie cinétique initiale est: )
€, = 5(]1) +J,+7,, )0,
L’¢énergie cinétique finale est:
1
%cl = E(]P +J5)0~)12 .
La variation d’énergie cinétique est donc :
A€ =€ —€,
1 1
= E(J" +1)w’ _5(]” +],+1,,)0,
=0,08]
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Comme aucune des forces extérieures au systéme ne travaille (poids + frottement négligeable) et que
I’énergie cinétique du systéme a augmenté, il existe donc, dans ce cas de systeme déformable, des actions
mécaniques intérieures au systéme, qui ont apporté de I’énergie (ex: énergie musculaire de la personne).

Remarque: le TEC permet de comparer 2 états d’un systéme a 2 instants différents).

On peut généraliser le TEC et le TPC appliqué a un solide au cas d’un systéme
matériel quelconque a condition de faire apparaitre ces efforts intérieurs.

Théoreme de la puissance cinétique (TPC)

Dans un référentiel galiléen gig, la somme des puissances des forces exté-
rieures et des forces intérieures appliquées au systéme matériel & est égale a
la puissance cinétique (dérivée temporelle de I’énergie cinétique du systeme) :

déc(Pa, . L
T“ puissance cinétique (W)

€c(¥ )/mg énergie cinétique

B (Fa, g,

dt ext/R, + Q’ int

% _puissance des actions mécaniques

ext

extérieures (W)

%. puissance des actions mécaniques
intérieures (W)

Remarques

e Il faut prendre garde a ne pas oublier la puissance des efforts mécaniques
intérieurs au systeme étudié !

e Sile systéme est composé d’un unique solide, alors: %, = 0.

Théoréeme de I’énergie cinétique
A partir du TPC, on obtient:
dé (=P, dc+P dz.
Soit, entre deux instants ¢, et z,:
AE(F)=E(N @)~ €c (N (1) =W,

Théoréeme de I’énergie cinétique (TEC)

Xty 1) — t2+ int,z,—1,°

Dans un référentiel galiléen %g, la variation d’énergie cinétique d’un systeme
matériel ¥ entre deux instants z, et z, est égale a la somme des travaux des
forces extérieures et des forces intérieures appliquées au systéme matériel & :
€.(¥) énergie cinétique
A () =Cc(PN(@)=Ec() ()| W,  travail des actions mécaniques
_ extérieures (J)
_Wext,tl—)tz+wint,tl—>t2 . . , .
travail des actions mécaniques
intérieures (J)

int

Remarque: sile systéme est composé d’un unique solide: W, = 0.
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L'essentiel

v Rappel: produit vectoriel

Le produit vectoriel des vecteurs u et v est un vec- pouce index
teur, noté u Av dont:
e ]la norme est ||u /\7)||=||u||><||v||><|sin(u,7;)| K .
R ~ majeur 2
e la direction est perpendiculaire a # et a v;
e le sens est donné par la régle des trois doigts de la AT

main droite.

Remarque 1: on déterminera le produit vectoriel
en trois étapes: norme, direction, sens.

Remarque 2: Pangle (#, v) est orienté (signes > 0 ou < 0).

>

- N
sens + dans le plan (u, 9) orienté

. =
par la rotation autour de =
-
u

S L
\ sens + dans le plan (u, ) orienté

. >
par la rotation autour de =

-
w

> >
uANv

Remarque 3: pour utiliser la régle des trois doigts de la main droite, il faut
choisir la position des doigts pour laquelle ‘(u,v)| est inférieur a 180°.

angle a ne pas considérer S>> .
u A0 (direction

’ o
car |a'| > 180 2 et sens) (majeur)
(index)
i angle a considérer pour
' < déterminer le sens de a'
o o S o, >
u Av a Paide de la u
3 regle des 3 doigts de la ® (pouce)
u H H o
2o (pouce) main droite |a| < 180 3
(direction et sens ) (index)
(majeur)

v Moment d’une force en un point

Le moment JI/L—O(F) en un point O d’une force F appliquée au point M est
défini par le vecteur:

o M (F) moment (N m)
M (F)=OMAF .
F vecteur force (N)

Chapitre 13 : Théoréme du moment cinétique
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v Moment d’une force par rapport a un axe

Le moment de la force F appliquée au point M par rapport a I’axe A (orienté par le vecteur uni-
taire u#) est donné par le scalaire:

MA(F) moment par rapport a A (N-m)
M (F) moment en O (N-m)
M, (F)y=Mo(F)-u= idHFH u vecteur unitaire de A.

d bras de levier (m)

IFll norme de la force F ™)

effet de la

9
force F

+(o ,

_)‘~\\ K
AU) g 5y

. H
\\\\ M

d/ -
")~

S
A(U) effer de F

N

&

5 1a ay(F ) = -|Ela
My(F) = +[Fla
v/ Efforts ou actions mécaniques
*R = 21_-7: ou R = JHdF (M) est la résultante des forces, qui est la somme vectorielle des
forces a{ppliquées 5 M
=X (F) = SAM AR,
ou A, = [[[ A (dFM)) = [[[ AM AdF(M) est le moment (résultant) en un point A, qui
est la somme des moments en A des forces appliquées.

Cas particulier: couple
Un couple est un ensemble de forces dont la résultante est nulle.

N

-F

o
eo

v/ Liaison surfacique parfaite entre deux solides — Liaison pivot parfaite

Une liaison pivot entre le solide ¥, et le solide ¥,
est une liaison n’autorisant qu’une rotation de ¥, I

autour de 'un de ses axes A, fixe par rapport a &,
(¥, ne posséde qu’un unique degré de liberté de A /TT\ ______ /—

rotation par rapport a ¥ ).

g

Elle est parfaite si le moment par rapport a I’axe A
des actions de contact exercé par ¥ sur f, (ou par
g, sur F)) estnul: Jl, = 0 (autrement dit le moment
en un point O de ’axe A est perpendiculaire a A).
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v Moment cinétique en un point

Le moment cinétique en O du point matériel M(m) dans le référentiel R est le moment en O de
la quantité de mouvement p(M),, = mv(M),, du point M dans le référentiel R.

L,(M) moment cinétique
(kg . m2 . Sfl)
L, (M), = OM Amo(M) m masse (kg)

(M) vitesse (m-s™?)

@ Z(M),,R =3

. LoM)
(L—ﬁ— M_—a = (OT/LZ(M)/%)
S

M

v Moment cinétique pour un systéme matériel

o Le moment cinétique L, (¥),,, en A du systéme matériel ¥ en mouvement dans le référentiel R
est la somme des moments cinétiques en A de chacun des points de &:

- - I:(H’)/gt moment cinétique (kg-m?-s™)
Ly(#)yy = ZLA(Mi)I%

= Z mimi A ;’(Mi)/% AM; (m)

5(Mi ),q Vitesse (m-s)

m, masse (kg)

1

Ou encore:

B o L, (9),, moment cinétique (kg-m?-s™)
L, (), = [[[ AL o, dm(M) masse (kg)

= J' j j dm(MAM Ao(M),, | AM  (m)
M - .

(M), Vitesse (m-s!)

v Moment cinétique par rapport a un axe

Le moment cinétique par rapport a I’axe A (orienté par le vecteur
unitaire ) passant par O dans le référentiel R, est le scalaire:

L, (M), = L—o(M)/% ‘U= (O—M A m@(M),%) ‘u

v Moment cinétique pour un solide en rotation autour d’un axe
flxe (] (%)

N2

Le moment cinétique d’un solide ¥ en rotation a la vitesse angu-
laire ® =0 autour de ’axe A fixe dans le référentiel R s’écrit:
Li#)g=],0

ouJ, = J:U dm(M)HM?® = Zmirf est le moment d’inertie du solide ¥ par rapport a I’axe A.
M i

v Théoreme de moment cinétique en un point (TMC(O))

La dérivée par rapport au temps du moment cinétique ITO(M)Wtg du point matériel M(m) en un
point fixe O dans le référentiel galiléen %g est égale au moment en O des forces appliquées au
point M.

d(Lo(M)q, )
de

I:;(M) moment cinétique (kg-m?-s™)

=JM,(F) My(F) moment (N - m)

IR,
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v/ Théoreme du moment cinétique par rapport a un axe (TMC(A))

La dérivée par rapport au temps du moment cinétique L A(M),%g du point matériel M(m) par
rapport a I’axe A, fixe dans un référentiel galiléen R » €st égale au moment des forces appliquées
au point M par rapport a A:

dL, (M), L, (M) moment cinétique (kg-m?-s™)
dr =M, (F) M,(F) moment (N - m)

v Théoréme du moment cinétique d’un systéme matériel en un point fixe A (TMC(A))

Dans un référentiel galiléen %, 1a somme des moments des actions mécaniques extérieures appli-
quées a un systeme matériel & est égale a la dérivée par rapport au temps dans 97{g du moment
cinétique du systéme & en un point A fixe de %,

A point fixe de R,

d(LA(y )/mg) = Ton o I:(Ef’),%g moment cinétique en A (kg-m?-s™)
dt ' Ma, ext moment en A des actions mécaniques
1R extérieures (N - m)

v Théoréme du moment cinétique d’un systéme matériel par rapport a un axe A (TMC(A))

Dans le référentiel galiléen %g, la somme des moments, par rapport a un axe A fixe de %g, des
actions mécaniques extérieures appliquées a un systéme matériel & est égale a la dérivée par rap-
port au temps dans %g du moment cinétique du systéme & par rapport a ’axe A:

L.(%) % moment cinétique par rapport a ’axe A
dL, (g, (kg-m?-s7)

de A ext My e moment par rapport aA des actions
mécaniques extérieures (N-m)

v Solide en rotation autour d’un axe fixe

Le solide & est en rotation autour d’un axe fixe A = (A, u) (vitesse angulaire ® = é) dans le réfé-
rentiel galiléen R,
On peut utiliser le TMC(A): ], il_w =M, -
. ,
v/ Puissance d’un ensemble de forces appliquées a un systéme matériel

e La puissance des forces F; appliquées aux points M., (composant le systéme matériel & se dépla-
cant a la vitesse ¥(M,),,;, dans le référentiel R, est la somme des puissances des forces appliquées
a chaque point M.

P(L),q

puissance des forces appliquées

_ o A ¥ (W ou kg-m?-s?)
PP = D, P(Fi)g = D Fi-o(M, - .
(s Z (Fi)g, Z M) F; forces (N)

o(M;),, vitesse de M, (m-s™)
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e Pour un ensemble de forces réparties dF(M) appliquées aux différents points M (d’un systéme
matériel continu ¥) se déplagant a la vitesse v(M),,, dans le référentiel R, la puissance du systéme
de forces (ou de ’ensemble de forces) est:

P,

puissance des forces appliquées
_ _ a (W ou kg-m?-s3)
PP = HfmdF(M) oM dF force ¢lémentaire (N)

o(M,),; vitesse de M, (m-s™)

Un ensemble de forces est: moteur si & > 0; résistant si P < 0.

e Puissance des forces extérieures

P o =[] dF (M) DM,

ou Py = ZE’“—“ oMy § '
i -
ez

Exemple: cas du poids (résultante des forces de pesanteur) d’un systéme
matériel ¥ de masse m dans un champ de pesanteur uniforme: & = —mgz

| . — . . O
dans le cas ou I’axe vertical (O; e,) est orienté vers le haut.

o Puissance d’efforts particuliers

1) Si le solide ¥ est soumis a une force F de point d’application A, ona: P, =F-0(A),, .

2) Sile solide ¥ est soumis a un ensemble de forces équivalent a un couple de moment T, et est
en station autour de ’axe fixe A de % a la vitesse angulaire ®,,, on a:

g)ext/% =I- O g,
v/ Travail d’un ensemble de forces

On appelle travail W, , d’un systéme de forces réparties dF(M) appliquées aux différents points
1772 ’ . .
M d’un systéme matériel, calculé entre les instants z, et z,, le scalaire:

v Energie cinétique d’un systéme matériel

e L’énergie cinétique € (), du systéme matériel ¥ en mouvement dans le référentiel R est la
somme des énergies cinétiques de chacun des points de &:

. C . T
B(P)yq = Z%C(Mi)lm €.(9),, énergie cinétique (kg-m?-s2 ou])
i . m; masse (kg)
= zim,.vz(M,.)m o(M,),, vitesse de M, (m-s™)
Ou encore:

€.(9),, énergie cinétique
8P = [[f, B Mg, (kg m?-s2 ou J)
- 1 5 m(M)  masse (kg)
= mMEdm(M)v (M)I‘.’R ‘5(M)/% vitesse de M (m-s™)

. . 1
Pour un solide en rotation autour d’un axe fixe A, on a: € (%), = EJA YO
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v Théoremes énergétiques
e Théoréme de la puissance cinétique (TPC)

Dans un référentiel galiléen 97tg, la somme des puissances des forces extérieures et des forces inté-
rieures appliquées au systeme matériel & est égale a la puissance cinétique (dérivée temporelle
de I’énergie cinétique du systeme) :

dé.(Ng ) .
————= puissance cinétique (W)
B _p g d
dar =2 e, int (¥ ),  ¢énergie cinétique (J)

% _ . puissance des actions mécaniques
extérieures (W)

%, . puissance des actions mécaniques
intérieures (W)

Pour un solide: . = 0.

v Théoréme de I’énergie cinétique (TEC)
Dans un référentiel galiléen QRg, la variation d’énergie cinétique d’un systéme matériel & entre deux
instants ¢, et z, est égale a la somme des travaux des forces extérieures et des forces intérieures
appliquées au systéme matériel 5:
E€.(¥F) énergie cinétique
C g q
(J ou le kg-m?-s72)
AE(F) =€ (F)([,)=Ec()(¢,) W, travail des actions mécaniques
- extérieures
_Wext,tl—)tz-l-wint,tl—)tz (‘D
W,  travail des actions mécaniques
intérieures (J)

Pour un solide: W, = 0.
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Mise en ceuvre

Méthode n°1

Comment déterminer I’équation différentielle du mouvement a ’aide
duTMC?

Soit ¥ un solide de masse m et R . un referentiel galiléen. On souhaite déterminer I’équation diffe-
rentielle du mouvement de ¥ dans R . a ’aide du TMC(A).

=» Savoir faire

© Définir précisément le solide étudié et le référentiel galiléen d’étude.

@ Faire le bilan des efforts qui s’appliquent au solide &.

©® Définir ’axe A pour le calcul des moments qui doit étre fixe par rapport au référentiel gali-
léen d’¢tude R,

O Calculer les moments Jt , (F), moments des efforts par rapport a ’axe A.

® Calculer le moment cinétique L A(Ef’)/gtg par rapport a I’axe A.

O Ecrire dans le référentiel galiléen le TMC par rapport I’axe A afin d’obtenir I’équation diffé-
rentielle du mouvement. Vérifier alors la cohérence et ’homogénéité des résultats.

=» Application

On considére un pendule pesant constitué d’un solide &, de masse m, de centre de masse G et de
moment d’inertie J par rapport a ’axe A = (O3 ¢,). Il est mobile autour de I’axe A par 'intermédiaire
d’une liaison pivot. L’axe A est fixe dans le référentiel galiléen %g(O 5 e,5e,,e,) avec e, vertical vers
le bas.

Déterminer I’équation (différentielle) du mouvement.

Solution

O Systéeme étudié: le pendule (¥) de centre de masse G, de masse m.
Référentiel galiléen d’étude: QRg(O 5 €5€5€,).

® Bilan des efforts appliqués au systéme:

e le poids P, vertical vers le bas P =mg =mge, ;

e la liaison pivot en O.

® Axe: A = (O; ¢,) fixe dans R,
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® Moments des efforts par rapport a A:
e du poids P: M, (P)= — mgXx {£sinf
e —— —_—
Sur le dessin force  bras de levier
P a tendance 4 faire (distance HG)

tourner dans le sens >0 sur le dessin
indirect autour de A.

car0<6<£
2

e de la liaison pivotsupposée parfaite: Jil, (pivot) = 0.
(5] LA(SP),%g =J0.
O Application du TMC(A) a ¥ dans R :

]@ =-mgfsin®+0
de

J6 + mgl'sin®
soit é+m—g€sin9=0

L) . . Ja . by
',Q.‘ Comme6estenrad-s? menkg, genm-s2 €enmetdenkg-m? I'expression trouvée est bien homogene.

Méthodes
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erczces

Niveau 1

Ex.1 Homogénéités, unités

€ et a sont des longueurs, o est un angle, F est une
force, m est une masse, v est une vitesse et L, est un
moment cinétique.

Déterminer les unités des expressions suivantes :

e {Fsin(a);

® moacos(a);

dL,

oode

A quelles grandeurs ces expressions sont-elles homo-

génes ?

Ex.2 Ordre de grandeur

On suppose qu’un électron a une trajectoire circu-

laire de rayon r = 5,3-10!! m autour du noyau qu’il

parcourt a vitesse constante a la fréquence:
f=6,6-10" Hz.

La masse de I’électron est m, = 9,1-107! kg.

On suppose aussi que la Lune a un mouvement circu-

laire uniforme de rayon d = 3,8-10% km autour de la

Terre, de période de révolution T = 27,3 jours.

La masse de la Lune est m; = 7,3-10% kg.

Calculer la valeur du moment cinétique L de I’élec-

tron par rapport au centre du noyau, puis la valeur

du moment cinétique L; de la Lune (assimilée a son
centre d’inertie par rapport au centre de la Terre).

Ex.3 Calcul de moments
On considére un point matériel M () soumis a une

force F = Fe, constante.

® N

‘)O 4
Y
€z

-
eX

o
o

A

Ty

Exprimer et calculer les moments de la force F
suivants:
Mo, ey ®) 5 Mo (F) 5 Mp, o))

Donneées :
F=1,0-10°N; ¢=1,0m; 0, = 45°.

Ex. 4 Le tourniquet

Un tourniquet & est modélisé par une portion de
disque de centre de masse O, de masse M et de
moment d’inertie, par rapport a son axe A = (O} e_z.)
J = MR? et quatre enfants, assimilés a des points
matériels M|, M, M, et M,, et de masse m sont régu-
liecrement placés autour du tourniquet. La vitesse
angulaire du tourniquet est 0.

Le référentiel d’étude est R (O ; €.¢,5e.)-

1) Déterminer le moment d’inertie de ¥ par rapport
a A en fonction de J, m et R puis en fonction de m,
MetR.

2) Déterminer I’expression de LA(Ef)/%g.

3) Déterminer I’expression de %C(S")/%g.

Niveau 2

Ex.5 Balancier d'horloge

Un balancier d’horloge est composé d’un solide &, de
masse 7, de centre de masse G et de moment d’inertie
J= km{? par rapport a ’axe A = (O} é). 11 est mobile
autour de ’axe A par I'intermédiaire d’une liaison pivot
parfaite. L’axe A est fixe dans le référentiel galiléen
RO 3 a8
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1) Ecrire ’équation différentielle du mouvement du
balancier.

2) Le mouvement du balancier est considéré de faible
amplitude. Déterminer les expressions de la période
et de la fréquence des petites oscillations.

3) Comment faut-il modifier % si:
® ’horloge avance?

® ’horloge retarde?

Ex.6 Machine de test

Une machine de test est constituée d’un axe li¢ a 2 liai-
sons pivot en A et B; elle permet de tester le solide &
qui est solidaire de I’axe.

Un couple moteur constant 6 = 1,5 Nm est appliqué a
I’axe et permet d’atteindre une vitesse de 1 200 tr/min
aprés 18tours (en partant de I’arrét).

A Paide du théoréme de P’énergie cinétique, déter-
miner le moment d’inertie J du solide & par rapport a
Paxe A = (Aje,).

Ex.7 Le volantd'inertie

On étudie le mouvement d’un solide & constitué
d’un vilebrequin de masse 7, de moment d’inertie
I, = 0,01 kg-m? par rapport a 'axe (O; ¢) et d’'un
volant d’inertie de masse m, et de moment d’inertie

I, par rapport a I’axe (O; ej). A vide, le solide & est

soumis a un couple moteur I'=Te  avec:
['=-A82sin26.

On néglige tous les frottements.

On suppose que Ry(O ; ¢,,e,,e,) est galiléen.

On indique que G, le centre de masse de &, se trouve

sur 'axe (O; e ). On simplifiera les expressions dans

<1.

A
I’hypotheése I

1 2

> volant d’inertie
e
4

vilebrequin /

g

Donnée: = 1,5 X 103 kg-m?2.

1) Etablir ’équation différentielle du mouvement de
¢ (en 0).

2) Déterminer I’expression de 9(9), puis tracer la
courbe sachant que la vitesse angulaire de & est 6,

T
uand 6 = —-
d 4

Commentaire. Que représente en fait 9, ?

3) Déterminer I’expression du coefficient de régula-

rité: . .
b= O Oy

6,

en fonction de A, I, et I, (et sont les vitesses angulaires

minimum et maximum de ¥).

Que mesure k£ ? Comment peut-on faire pour dimi-

nuer k?

3

4) Déterminer la masse m, du volant d’inertie de rayon
R pour:
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2

=m R—,avecr+ 125 mm et £ = 0,02.
2 2 2

Conclure sur I'utilité d’un volant d’inertie.

Niveau 3

Ex.8 Mise en rotation d’'un moteur de robotique

On étudie la phase de mise en rotation du rotor &,
(partie tournante) d’un moteur de robotique dans le
référentiel ?Rg(O 3 a,g,e_z') supposé galiléen.

Le rotor (), de moment d’inertie ] = 10,7 x 107 kg- m?,
est soumis a un couple moteur Cm , dont la valeur est
proportionnelle a ’intensité du courant 7 traversant le
stator du moteur (partie fixe) :

Cm = kie, aveck=22x10°N-mA™.

i S
J (0] €y

Rva A___OB;%

Gl ¥ T ©® "2

> €.
stator rotor ¥ g

On suppose que le centre de masse G du rotor est

sur ’axe A.

1) On néglige tous les frottements. Le courant 7 est

constant: ¢ =1, = 0,1 A.

a) En utilisant le TMC(A) (A = (O; g)), écrire ’équa-

tion différentielle donnant la vitesse angulaire w(z) de

.

b) La résoudre en supposant qu’au départ, (&) est

au repos.

c) Déterminer et calculer le temps T mis pour

atteindre la vitesse w, = 1 800 rad-s™".

2) En réalité, le rotor & est soumis a un couple de

frottement sec C_ = 400 uN-m et a un couple de frot-

tement fluide C; = Ao (A = 10° N-m-s), tous deux

s’opposant au mouvement. On a toujours:
1=1,=0,1 A.

a) En utilisant le TMC(A), écrire I’équation différen-

tielle donnant la vitesse angulaire w(z) de &.

b) La résoudre en supposant qu’au départ & est au

repos.

c) Déterminer et calculer le temps T, mis pour

atteindre le régime permanent (a 5 %). Conclusion.
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Solutiores des exercizces

Exercices de niveau 1

Exercice 1

e L’unité de ’expression € Fsin(a) est: m x N = N-m (homogéne a un moment).

',Q.' sina, cos o, tan o sont sans dimension.

e L’unité de I’expression mwvacosao est:
kg x m-s?! x m = kg-m?-s?! (homogeéne a un moment cinétique).

A

de
kg-m?-s!xs!=kg-m?-s?2=N-m (car 1 N=1kg-m-s?)

e L’unité de P’expression est:

(homogeéne a un moment).

Exercice 2

e Le moment cinétique L, de I’électron par rapport au centre
O du noyau dans un référentiel lié a celui-ci est:

L=mrxw
M électron

Or o = 2xf (m)

'(s; Pour un mouvement circulaire uniforme, on a toujours: v= R,
2n

avecw = 2nf= T

On en déduit donc:
L, = 2nm r?f.
AN. L ~2mx9,1.10% x (5,3.10)% x 6,6.10'> ~1,1.103* kg.m?.s".

e P~ — —_ —_ . . - —
',Q.' On aurait pu écrire: OM=re, et v,=v,e, et calculer le produit vectoriel e ag, des vecteurs de base.

e De méme, la valeur du moment cinétique L, de la Lune par rapport au centre de la Terre est:
2mm d’
T

~2,8.10% kg.m?.s™.

L, =2rm, d*f =
2nx7,3-10” x(3,8-10°)
27,3%2*x3 600

(= , - - . ’ -
'(!F; Dans I'application numérique, ne pas oublier d'exprimer denmetTens.

AN. L =
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Exercice 3

On applique la formule: Jl ,(F) = * bras de levier x F.

',\C;.' Le moment .it,(F) d'une force par rapport a un axe est un scalaire (nombre) positif ou négatif.

* My, - (F) =-OA x F = —(Fsin6,.

',\C;,' La force F a tendance a faire tourner M dans le sens indirect autour de (0; e,) donc il faut un signe —.

A.N. ‘/M'(O s ?)(F) ~=7,1-10> N-m.
° M(c;g)(F) =+CHxF= fFSinGO.

',Q.' La force F a tendance a faire tourner M dans le sens direct autour de (C; e,) donc le signe est +.

A.N. M(C;?)(F)“7’1‘102N'm.
° M(D;;)(F) =+ AD x F = {Fcos0,.

',Q.' La force F a tendance a faire tourner M dans le sens direct autour de (D; €,) donc le signe est « + ».

AN. Mg - (F) =1,0x 1,0 = 10> x c0s45° ~ 7,1-102 N-m.

Exercice 4

1) Soit I le moment d’inertie de ¥ par rapport a A = (O; e:) :
I=]+ 4mR?

soit, en remplagant J par MR?
I=M + 4m)R?

2) Ly($)5, =10 =(M +4m)R’0
3) €.(Sya, = %162 = %(M +4m)R*6’

Exercices de niveau 2

Exercice 5

N
Q Voir méthode 1.
f\»\ Cet exercice est a savoir refaire par coeur.

1) o Systéme étudié: le solide ¥ = balancier d’horloge de moment d’inertie J.
* Référentiel galiléen d’étude: R (O ; e.5e,e.).

¢ Bilan des forces appliquées au systeme:

—le poids P = mggg

— la liaison pivot en O.

e Axe de calcul des moments: A = (O; g) fixe dans gtg.

e Calculs des moments par rapport a I’axe A:

— pour le poids: .l ,(P) = —mgtsin®.

38
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',Q.' mg estune force, € estle bras de levier (€sin@ >0car0 <0 < g) et « —» carle poids a tendance a faire tourner
M dans le sens négatif (sens positif défini pare,);

— pour la liaison pivot: Jl,(pivot) =0.
e Calcul du moment cinétique L,(M),;, .
LA(g) )/%g =J0
e Application du TMC (A):
dL,(9)a

3 = =, (P)+ M ,(pivot)
A

i(Jé): —mglsin®+0
de

J6= —mg{sin®
L’équation différentielle du mouvement est donc:

0+ fesme 0

2) Le mouvement étant considéré de faible amplitude, on peut utiliser sinf =6 (développement
limité a Pordre 1).
mgl g

e ht ™ obtient ’équation: 6+ 20 =0.

Cette équation admet une solution de la forme:
0(?) = Acosw,t + Bsinw,t,

En posant ®; =

qui varie sinusoidalement.

(; A et B sont des constantes qui dépendent des conditions |n|t|ales
La période des oscillations de faibles amplitudes est T, = w—o_ 2n kLg
La fréquence est f, = Tlu o k(g
3) La période d’oscillation du balancier dépend de k.
o SiI’horloge avance, cela veut dire que la période est trop faible et que la fréquence est trop grande.
Il faudra donc augmenter T, ou diminuer f c’est-a-dire diminuer k.

e Si I’horloge retarde, il faudra a ’'inverse augmenter k.

Exercice 6

e Systeme étudié: le solide &.
¢ Référentiel galiléen d’étude: %g(O 5 a,g,e: ).
e Etat ¢, : au départ, a ’arrét
Etat t,: aprés 18tours, quand la vitesse de rotation atteint 1 200 tr/min.

e Travail des efforts extérieurs:

pivot A, 1) — 1
- Wpivot B,y =1 =0
= Wi, hon = 0 (méme altitude car méme position apres 18 tours)
~ W = f 6d0=%6"d0=6-0 (avec 8 = 18 x 21 = 113,1 rad)
4 \\ 4

moteur
cte
e Energie cinétique:

2n
-E.(N@,) = 5]@); avec 0, = 1 200 x i = 125,66 rad/s.
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—E€N{) = %J(Df avecm, =0

e Théoreme de I’énergie cinétique:

() —CNE) =W, ., =0+0+0+%0
soit %ij = %0
266
J=—
0)2

Q Comme € esten N-m=kg-m-s2-m, 6 enrad et w, en rad-s™', la formule est homogéne puisque J est bien en
kg-m?2

2x1,5x(18%2m)

AN. J=
J 125,66

= 0,0215 kg -m?

C;; Le théoreme de I'énergie cinétique (1 équation) permet de comparer 2 états t, et £, et d’en déduire une grandeur
mécanique (vitesse, angle, inertie, etc.).

(s; Ce théoreme est tout particulierement utile quand le travail des efforts extérieurs est facile a calculer.

Exercice 7

1) Pour écrire ’équation différentielle du mouvement, on va appliquer le TMC(A = (O; g) ay
dans le référentiel galiléen %g:

o Moments des efforts extérieurs a & par rapport a I’axe A:
—poids: P =m,g : M ,(P)=0

E =mg : JM’A(E)Z 0
— pivot: en O, ., (pivot 0) = 0

en A, Jl,(pivot A) =0
— couple moteur: ' = —A0?sin20
L (=1 +1)6
Le TMC(A) s’écrit:
(I, +1)6 =0+0+0+0-16 sin26

(I, + 1,)0 = —A6osin(26) = T'(0) (1)
kg -m? rad - s 2 kg-m? (rad-s!)?
2) Pour obtenir ’expression de 0 , 1l faut intégrer I’équation différentielle (1).
On multiplie d’abord par 0: .
22 . ; . 6’ 2 . (cos20
(I, +1,)60 = —AB0sin(20)0 soit (I, + Iz)d(—) = M)od( ),
S 2 2

0 :2c0s26

ou encore: (I; +12)E = A8 5 tcte.
-2
Or, quand 6 = g, 6=GO donc, on a: (I, + Iz)%g = xéﬁ X 0 + cte.
-2 -2
Ainsi: 1, +12)% - xéﬁ#ﬁal +12)%

-2
ou encore: 6 = é§+ Ao cos20 = éo 1+ A c0s20.
I, +1, I, +1,
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Comme T 112 << l,o0na: 0~ 90[1 + mcoﬂe]. Ainsi :
6(9) = 90[1 + T(I—I—A'T'_——I-Z-SCOSZG]
Le tracé de la fonction 6 — 6 (0) donne la courbe suivante:
0(9)
)

B SN
NSNS

0 (rad)

T T 3n 2n

2 2

e Commentaire: quand le couple moteur varie, la vitesse angulaire de () varie (« la vitesse du
moteur » varie).

® 0, représente la vitesse angulaire moyenne :

T .
j 6(0)d6
y -0
. : % =75
3) L’expression de 0 (0) donne:
= 1+ — 20 = 1;
© 0,0 60[ + a0, +12)] quand cos26 5
L= 1 _— = —1
°0 . 90[ 30 +12)} quand cos26
On obtient alors: S
. . . g m
. . A0 0, 0 — O “~
emax_emin = I "““’OI soit B = max. 28 = i XI
1712 0, 1S

e k mesure la variation relative de la « vitesse du moteur ».
Plus % est faible, plus la vitesse du moteur « est constante ».

e Pour faire diminuer £, il faut augmenter I, + I, c’est-a-dire augmenter I, (le moment d’inertie
du volant d’inertie).

4) Onak= =2 % = 0,02 avec:
I+,
2
A =15x103kg-m?; I, = 0,01 kg-m?; I, = m2R? avec R = 125 mm.
On obtient:
kg - m? kg - m?
Y Y
—m,SOlt mz_ﬁic_ 1]
1 275
2 & /
2 1,5%x 103 "
AN. m, = 0’1252x( 2 0.02 —0,01), d’ou m, ~ 8,32 kg.

Le volant d’inertie permet, par son moment d’inertie, de limiter la variation de vitesse angulaire
quand le couple moteur varie.
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Exercice de niveau 3

Exercice 8

1) a) Le solide & étant en rotation autour de I’axe fixe A = (O; Z) du référentiel galiléen QRg, on
utilise le TMC (A) afin de déterminer I’équation du mouvement de rotation donnant w(z).

Systéme étudié: &.

Référentiel galiléen d’étude: %g.

Efforts extérieurs appliqués au systéeme

e poids: P = —mge: appliqué en un point de I’axe;
e couple de moteur: C_ =kl e, ;

e Réaction de la liaison pivot: Jl = 0 si la liaison est parfaite.

'A(pivot)
TMC (A)
dL, (%)
S iV /] 1
d ¢ A,ext ( )
Moment cinétique de & par rapport a A
L () =]w.

Moment des efforts extérieurs par rapport a A

° MA(f’) =0 car le bras de levier du poids par rapport a A est nul;
eC_=C_ e =k
© ‘/M“A(pivot) = 0

(1) s’écrit:

0’

. = S O
Jo = C, + MA(P) + My pivory> sOIt ® = T

m 0

b) Comme C—=—=cte,ona:
J ] _G
w() = Tz+ cte.

Avec la condition initiale, w(0) = 0 = cte, on obtient:

C, K,
t=——-Lt.

o()=—"m"
J J
_ 22x107°x0,1
10,7x1077

c) Afin de déterminer T, on résout I’équation:

AN. o® =2 056 1.

C
o(T,) =wn, soit T’“ T, = wy

Jo, _Jo,

ce qui donne: T, = C Rl
m 0

—7
AN. T0:10’7XI0_3X1800-«0,87 N
22x107 x0,1

2) a) On reprend I’étude du 1) en ajoutant les couples de C; C

frottements ce qui donne: |
dL, (%) _ T‘I
T - A, ext 7
ouencore Jo =C_—-C,—C_+ .l
=C_-C -ho

m
aod

@) a
'wHC)

n

'A(pivot)
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ce qu’on peut écrire sous la forme:

. Cc,-C
lw+0) —-_—_m s
A A

'(s; }%est une constante de temps caractéristique des éléments mécaniques du moteur: elle est appelée constante

de temps mécanique.

J 10,7 %107
Ty = 7 = ———=1,07 s.
moA 10-6

b) L’équation différentielle s’écrit:

T,0+0= GG cte.
A
La solution est la somme de la solution de I’équation sans second membre w, () et d’une solution
particuliére (w,).
L’équation sans second membre s’écrit :
T,0+0=0 (2).
Son équation caractéristique est:

. 1
T r+1=0 soitr=—-——-
T

12 m

La solution de (2) est: w,(r) = Ae"" = Ae ™.
La solution particuliére est de la forme du second membre (ici, une constante) : w, =
La solution totale est donc:

0@ =0,0+0,=Ae " + %

Avec la condition initiale, ®(0) = 0, on a:
0=a+ =G =A+w, douA=-o,

et la solution est donc:

_t C -C -t
() =0 l-e ™ | soit @()=—=— 1-¢°

A

Ly
',Q.‘ (1) a l'allure classique d’un systeme du premier ordre.

o(t)

Oy
0,950,

0 T 31, t(s)
C_-C
c) Lorsque t — %, o(f) = w; = %
3 »
AN. o = 22x10 x0,1-400x10 " _; g0 raq 5.

10°
En régime permanent, w(z) vaut w,.

Pour atteindre cette valeur, ou plus précisément 95 % de cette valeur, le temps mis T vérifie:
L et

0,95 w, = w,| 1-e ™ |soit e ™ = 0,05,
et donc T, = In(0,05) x (-t _).
Ainsi: T, =37
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AN. T,=3t,=3x1,07=321s.

Conclusion: le fait de prendre en compte les frottements montre que le moteur est en réalité plus

de 3,5 fois plus lent que ce qui pourrait étre prévu en négligeant les frottements: le mode¢le sans
frottement est trop simpliste.
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