CHAPITRE

m Forces centrales

conserovatives

Introduction

Dans ce chapitre, nous étudierons les mouvements d’un point matériel soumis a une force centrale
conservative, en montrant notamment qu’un certain nombre de grandeurs se conservent tout au
long de ces mouvements. Les résultats trouvés (lois de Kepler) permettront I’étude du mouvement
des planétes et des satellites artificiels.
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Fig. 1. Force centrale
conservative.

1. Le travail élémentaire de la force
s'écrit:
W =F-dOM

=F(r)e, -(dre, +rde;)
Comme e -6 =1 et & -de =
E, est un vecteur

constante),ona:
SW=F(r)dr=-d¢

0 (car
de norme

2. Le moment cinétique peut étre
calculé a partir de la position ini-
tiale OM, et de la vitesse initiale v,
de M:

L,(M)=0M A mv(M) = cte
=0M, Amv,
3. Ce plan passe par le centre de

force O et est perpendiculaire au
vecteur Ly(M).
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Fig. 2. Aire d<{ balayée par OM
durant dt.

A

A. Forces centrales conservatives

Considérons un point matériel M de masse m soumis a une force centrale
F =F(r)e, constamment dirigée vers un point O, appelé centre de force,

fixe dans le référentiel galiléen Qi (fig. 1); cette force ne dépend que de la
distance r —||OM|| entre le centre de force O et le point M.
Cette force est conservative et dérive donc d’une énergie potentielle € (r)
qui ne dépend que de r, ainsi’ :

F force (N)

dé,
F(r)=—— ¢, énergie potentielle (J)

dr
r distance en (m)

La force F est attractive si F(r) < 0, c’est-a-dire si —£ > 0.

r

La force F est répulsive si F(r) > 0, c’est-a-
N

mym

Les forces d’interaction gravitationnelle F; = -G e, et d’interaction élec-

trostatique Fe= ¢, sont deux exemples de forces centrales, c’est-a-dire

constamment dirigées vers un point O (de masse m, de charge g, selon le type
de force).

.. = K-
Ces deux forces peuvent s’écrire : F=—-e¢ avec K= —Gm m ou 0
2 7r 0

K 4me,
Elles dérivent d’une énergie potentielle €,(r)=— -
r

B. Lois générales de conservation

Dans un mouvement a force centrale conservative, le moment cinétique et
I’énergie mécanique du point matériel M se conservent, entralnant un certain
nombre de conséquences.

B.1. Conservation du moment cinétique,
loi des aires

LeTMC appliqué dans le référentiel galiléen %g(O 5 Zx ,

riel M de masse m donne :

ey, e;)au point mate-

d(L, (M), oo o o =0
[%J =M,(F)=OMAF =reAF(r)e. =0
I,

Ainsi :ITO(M)/Qt = cte
g

Le moment cinétique en O du point matériel M se conserve au cours du
mouvement.’

Comme L,(M); =OMAa m{z(M),%g = cte, OM reste & tout instant perpen-
diculaire a un vecteur constant L, (M), :le mouvement est plan’.

age , & . , .
On peut donc utiliser les coordonnées polaires pour repérer le point M (fig. 2) :
L,(M),, =OMAmo(M),, =re, nm(e, +r0es) = mrbe,
€ g

On pose souvent: .
r20 =cte =C,
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4. C peut étre déterminée a l'aide
des conditions initiales:

C=[oM; v
:O—hlluxﬂ-|sin((J—h/L,,70)|.

5. Cette relation est une intégrale

premiére du mouvement.

6. Lorsque restgrand, 6 est petit et
lorsque rest petit, © est grand.

1. Le cas particulier C = 0 corres-
pond a une vitesse angulaire 6 =0:
le mouvement est rectiligne.

8. %HW/IAWH représente la sur-

face du triangle dont deux cotés
sont dOM et OM.

dsd . s
9. Ty s'appelle la vitesse aréolaire.

10. Cette relation constitue une
deuxiéme intégrale premiére du
mouvement.

C étant une constante (> 0) appelée constante des aires® > 7.

Cette derniere relation peut étre interprétée en adoptant un point de vue ciné-
matique: Paire balayée d«{ par le vecteur OM pendant le temps dz (fig. 2) est :

dst = L//OM A dOMII= LIOM Avddl=Lrxroxdr= 212
2 2 2 2

dsd®_C soit
dt 2
Cette relation constitue la loi des aires.

ainsi : A(r) = %t +4(0).

Loi des aires

En présence d’une force centrale passant par le point O, I’aire balayée par le
vecteur OM est proportionnelle au temps et le mouvement est plan.

Remarques:

1) Autrement dit, ’aire balayée a chaque instant par le vecteur position est
constante.

2) Autrement dit, la vitesse aréolaire vy =
mouvement.

1 est constante pendant le

B.2. Conservation de I’énergie mécanique

La force appliquée au point M étant conservative, I’énergie mécanique du

point matériel M se conserve au cours du temps:
%m(M)/% = cte = €.

g

.1
Donc: €.+¢€, = cte = € soit Emvz+%p(r) = cte = 6.

La constante € peut étre déterminée a ¢ = 0, a 'aide de 7 =||W;|| et
% =] 1 1
Emvz+‘£p(r) = imv0+%p(r0) = €.
En coordonnées polaires: o = re, +rfe, ainsi:

S 4 120%) 4% (1) = B,

D’apreés la relation C = »*6 on obtient:

1 ., 1 C? ~
Emr + Em? +%p(7') = C(g.
2
En appelant € o (7) = %m%+%P(y) I’énergie potentielle effective (ou

efficace) du point matériel M et €_, = —mr? I’énergie cinétique radiale du

point M, on se raméne a I’étude du mouvement d’un point matériel 4 un degré
de liberté (r), connaissant son énergie potentielle effective:

Cop + Cépeﬁ«(r) = €.

La notion d’énergie potentielle effective permet de démontrer les résultats de
cours mais est délicate a manipuler car elle intégre une partie seulement de
I’énergie cinétique du point matériel M.

B.3. Etude graphique du type de trajectoires

Supposons que le point matériel soit soumis a une force centrale conservative :
F = Ezgr
r
(K > 0 force répulsive, K < 0 force attractive).
Exemple de forces centrales conservatives : force d’interaction gravitationnelle
et force d’interaction électrostatique.

Cours




11. Dans ce 8, on considére que
K, m et C sont fixées par des
conditions initiales.

12. La résolution de I'équation
2

—J:" =0 donne rep=-""
KZ _L_ %p(ro) )
2mC® 2, 2

13. On remarque que la solution de

et %pe“(ro)=

=0estr=2=—-.
Eoor YT

14. Dans le cas de mouvement de
particules chargées dans un atome,
I'énergie mécanique ne peut pas
prendre n'importe quelle valeur:
I'énergie est quantifiée.

15. Les seuls mouvements possibles
sont ceux pour lesquels I'éner-
gie cinétique radiale est positive:
€, =0s0itE =€

Fig. 5. Etat de diffusion dans le cas
d'une force répulsive (K > 0).

Son énergie potentielle effective est'!, sachant que € LN =—

Eperr(r) = 7+ 2r2

L’analyse des courbes d’énergie potentielle effective (fig. 3) montre la présence
d’un minimum'* ** (r,) si K < 0 et d’aucun minimum si K > 0.

€ et (1)
K>0
To
27
) (@) ' r
S | K<0
2mC2 T7777°
Fig. 3. Courbes d’énergie potentielle effective.
B.3.1. Cas d’une force répulsive: K > 0
%peff(r)
. €>0
(@] Vnin r

Fig. 4. Force répulsive (K > 0).

Quelles que soient les conditions initiales, c’est-a-dire quelle que soit I’énergie
mécanique'* du point matériel, le mouvement est non borné!’: on parle d’état
de diffusion (fig. 5).

Le mouvement radial peut se faire entre r_._ et I'infini. r_, constitue la distance
minimale d’approche (du point O) et est déterminée par la résolution de ’équation:

2
€ = lmi2+£+1—<, lorsque r = 0.lorsque r = 0.
2r2 r

2
1 K2 2
2%(K+ K2 +2mC?*€)

2
Ainsi: %rz—Kr—% =

(on ne conserve que la solution positive).

0, soit »r .. =
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B.3.2. Cas d’une force attractive (K < 0)

Cépeff(r)

€>0

K2
“2mC2

Fig. 6. Force attractive (K < 0).

Si€, =€ = 0, le mouvement est non borné (de r, a I'infini) : on retrouve un
état de diffusion (fig. 7).

Si€, =€ < 0 le mouvement est borné (r est compris entre r,_
" parle d’état lié (fig. 8).

. 2
. . . 5 mC?
(e) r_.etr_ sontsolutions de I’équation €r2 — Kr - 5 =

1
Ymax/min — 2_%(K + K2+2mC2%)
K
Remarque: 7, + "y, = 3
Si¢_ = - =¢ =¢
2

trajectoire est un cercle de centre O et de rayon .

N | C. Mouvement dans un champ de 1
p/ forces centrales attractives en ~z
Fig. 8. Etat lié dans le cas C.1. Etude de la trajectoire parabolique (K < 0),
d’une force attractive (K < 0). ViteSSC de libération

La trajectoire du point matériel M est parabolique lorsque son énergie méca-

etr_)eton

in

0

a

Fig. 7. Etat de diffusion dans le cas
d’une force attractive.

. le mouvement se faita r = r, = cte: la
min 0

nique est nulle: €, = 0 soit %mv2+§ =0,
ou encore: 1m1..2+m_C2+E=0
) 2 2r:  r .
La distance de plus courte approche est obtenue lorsque =0 :
Yy =7_. = - mCZ = 2
min 2K 2

Une vitesse importante dans les exercices est la vitesse de libération, c’est-
a-dire la vitesse minimum a donner au point matériel M lorsqu’il se trouve
a une distance r, du centre de force O pour qu’il se libere de I’attraction du
point matériel O; pour cela, il suffit que son énergie mécanique soit nulle:

€. =0, dou ime’=-X (=0
2 To

m

l Gm
vy = _2K 2 ¥ s K = -Gmym
mr, 7
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LdIERLNE Vitesse de libération

Calculer la vitesse de libération, appelée seconde vitesse cosmique, d’un satellite terrestre se trouvant
a la surface de la Terre.

Données: R.=6370km; G=6,67x10" N-kg?-m?; M.,.=5,97 x 10* kg.
Solution
[2GM,
V=, |———
RT
) _J2><6,67><10‘“><2,97><1024
¢ 6370x10’

A.N. ~11,2 km-s™.

C.2. Etude de la trajectoire circulaire (K < 0)

o La trajectoire du point matériel M est circulaire de rayon r,, son énergie méca-
16. Si r = cste, €, :Emf =0 et nique est!®!7:

%=%m=%peﬁ(fo)=7- m 21’0 2
17. Comme % = &0 ¢ ¢ - &  (En effet ’équation de la trajectoire est: r = cte = r,.)
: m L [ 2

done € €, La vitesse sur cette trajectoire est constante:
oncé, =——"-
2

1 , K_ K . _[x_
18. Pour retrouver rapidement cette KMmv +1‘,‘ = cte = 27 soit v = T T cte.
. . . 0 0 0
relation, on applique le PFD au point

18
.o S Gm,
ma=F. SiK=-Gmym:v =
Lodv— v K= . ) ! "o ]
soit m- € =m PR La période de révolution T de M autour de O est le temps mis par M pour
ce qui donne: faire un tour, soit!’:
K 21y, 21r,
v=|-—=cte T = = —
mh v K
(card—v=0). . mry
dt En élevant au carré cette relat310n, ona:
19. T est le rapport de la distance 2 2 2
parcourue 2mr, sur la vitesse v T2 = AnZmro soit I_ = _47'C m _ cte
(constante). -K 1.(3; K
T période (s)
SiK=-Gmgm : r, rayon (m)
T2 4w

=5 = G constante de gravitation universelle
vy Gmy (G=6,67x10"N-m?- kg?)
m, masse (kg)

Nt Pd - Satellite en orbite basse

Calculer la vitesse d’un satellite artificiel en orbite basse (r = R[) — premiére vitesse cosmique —, ainsi
que sa période de révolution.

Données: R, =6370 km ; M =5,97 x 10* kg.

Solution

GM 4m2R>

v = T o T= T,
R, GM,
6,67 X 1011 % 5,97 x1024

A.N. v = =~7,9 km - 57!
6370 x 103

J 47m2(6 370 x 103)3
T =
6,67 x 10-11x 5,07 x 1024

~5062s=1h 24 min.

Chapitre 14 : Forces centrales conservatrices




Satellite géostationnaire

Déterminer la période de révolution, le rayon de la trajectoire et la vitesse d’un satellite se trouvant sur
une orbite géostationnaire autour de la Terre (de masse M.. = 5,97 x 10** kg).

Solution

Comme la terre tourne sur elle-méme enT =24 h =24 x 3 600 = 86 400 s autour de son axe S/N, le
satellite ne peut que tourner sur une trajectoire se trouvant a la verticale de I’équateur (plan équatorial)
si on veut qu’il reste toujours a la verticale d’un méme point de la terre, avec une période de révolution

2 2
égale a'T. A partir de la relation: T—3 = an on obtient le rayon de la trajectoire:
"o T
’GMTT2
16 =3 —_—
4T

A.N. v,=42227 km.

. . . , . GM
La vitesse du satellite sur cette orbite s’écrit: v = L,

5

=3 km-sl.

AN v:‘/6,67x10‘”x5,973><1024
42 227x10

> 1
",O_’ L'altitude de ce satellite est:
h=r,—R;=42227x103-6 370 x 10° = 36 000 km.

C.3. Etude de la trajectoire elliptique (K < 0)

La trajectoire du point matériel M est une ellipse : la distance r entre le centre
de force O et le point M varie en fonction de la position de M sur I’ellipse.
O est un foyer de I’ellipse.

20. Pour la trajectoire circulaire, 0 Le point le plus proche du centre de force O?° (péricentre®!) se trouve a la
estle centre du cercle distance r,, =r, et le point le plus ¢loigné (apocentre”) se trouve a la distance

in
21. Si le mouvement se fait autour y = .

s 7 . max a
de la Terre, on parle de périgée; si

c’est autour du Soleil, on parle du
périphélie.
22. Si le mouvement se fait autour B N
de la Terre, on parle d'apogée; eq Z
si c’est autour du Soleil on parle b
d'aphélie. ? N r M
YlC e
A?\l Ta O: n [P
2a | /

Fig. 9. Trajectoire elliptique.

. o K T _4r I
Les relations pour la trajectoire elliptique ¢ =—et—5 = sont identiques
" 2a a Gm,

a celles obtenues dans le cas de la trajectoire circulaire en remplagant r,, rayon
de la trajectoire par a, demi-grand axe de Pellipse.

LdERL Y Trajectoire de la Terre
Calculer la valeur du demi-grand axe a de la trajectoire de la Terre autour du Soleil. Conclure.

Données: Mg=2-10"kg; T=1an; r,=147,2 10° km (point de la trajectoire le plus proche du Soleil).

Cours




Solution
2

De Pexpression

T2 _ 4n2
a3 GMg

, On trouve:

1

(T2GMS)% ((365 X
a = =
4m2

(u.a.: unité astronomique).

On constate que a et r, sont trés proches : la trajectoire de la terre autour du soleil est quasiment circulaire.

2 -11 30
24 %3 600)2 % 6,67x 10-11x 2 x10 )3z 1,408 x 10" m (= 1 w.a.)

4m2

23. Conique : ellipse, cercle, para-
bole, hyperbole (le dernier cas
n‘ayant pas été étudiés).

24. De méme: si I'objet en mou-
vement est une sphére de masse
m et de centre d'inertie G, on ne
s'intéressera qu'au mouvement
d’un point matériel M placé en G de
masse m.

Fig. 10. Deuxieme loi de Kepler.

C.4. Loi de Kepler

Le mouvement d’un point matériel M(m) a force centrale attractive F = e
(K < 0), possede les propriétés suivantes: r

e les trajectoires sont des coniques®® donc le centre de force O était un des
foyers;

. L. dd _ C,
e la vitesse aréolaire est constante: — = —;
e dans le cas des trajectoires elliptiques (ou circulaires), le rapport du carré
de la période sur le cube du demi-grand axe (ou du rayon) est constant et

indépendant de la masse du point matériel M:
T2

; cte.

Ces lois s’appliquent aux mouvements des planétes et des satellites arti-
ficiels en remarquant que la force créée (et le champ de gravitation créé) par
une sphére de centre O et de masse m, est la méme que celle créée par un
point matériel placé en O de masse m,, (voir théoréme de Gauss et électroma-
gnétisme’) ; il est aussi nécessaire de négliger I’action des autres astres sur le
point matériel M, afin que la force soit uniquement centrale et afin de pouvoir
considérer que le référentiel d’étude (d’origine O) est galiléen.

Kepler (1571-1630) a énoncé les lois régissant sont le mouvement des corps
du systéme solaire autour du Soleil.

Loi de Kepler

e Chaque planéte se déplace sur une ellipse dont le Soleil est ’'un des foyers.

e Le rayon vecteur allant du Soleil a la plané¢te balaye des aires égales pen-
dant des temps égaux (fig. 10).

e Le carré des périodes de révolution est proportionnel aux cubes des lon-

3

2
gueurs des demi-grands axes des ellipses (I— = cte).
a

Chapitre 14 : Forces centrales conservatrices




L'essentiel

v Forces centrales conservatives

¢ Considérons un point matériel M de masse m M@m)
soumis a une force centrale F = F(r)e, constamment 1?
dirigée vers un point O, appelé centre de force, fixe r /
dans le référentiel gahleen@{ cette force ne dépend e_; Zr NN
que de la distance r —||OM|| entre le centre de force Re(05¢,, ¢y, ¢2)
O et le point M. e_zo e

Cette force est conservative et dérive donc d’une

énergie potentielle € (M qui ne dépend que de r, ainsi :

F force (N)

F(r) = - _rp €, énergie potentielle(])
r distance en (m)

e Force newtonienne:

E, force (N)
G constante de gravitation universelle
— Gm .
o (G =6,67-101 N-m?-kg2)
m, et m masses (kg)
r distance OM (m)

mym
(%0 =-6=2)
r
e Force coulombienne :

F. force (N)
1 qq- €, permittivité du vide
E=—x"Te, (e,=8,85-102F-m™)
g, et g charges (C)
r distance OM (m)
1 QOQ)
g = 07
( (r) = ane, r
e Conservation du moment cinétique: I:;(M) = cte
= le mouvement est plan.

C = r260” = cte est la constante des aires
N dsd

dz
point O, I’aire balayée par le vecteur OM est proportionnelle au temps.

C . . ,
=3 (loi des aires) : en présence d’une force centrale passant par le

e Conservation de I’énergie mécanique :

€ = lmv2+I—< = cte, avec K = -Gmym ou K = 1
r 4me,

m 2 qu

Méthodes




v Lois de Kepler

e Chaque planete se déplace sur une ellipse dont le Soleil est 'un
des foyers.

e Le vecteur rayon allant du Soleil a la planéte balaye des aires égales
pendant des temps égaux.

e Le carré des périodes de révolution est proportionnel aux cubes des
longueurs des demi-grands axes des ellipses:

T2 T période de révolution

= cte
a3

a demi-grand axe de I’ellipse

v Etude des trajectoires

e Dans le cas d’une trajectoire circulaire, savoir retrouver rapidement:

S (4 Paide du PFD) ;
-
1
¢, = _Grmym (a partir de €, =—mv’ — Grrgin )3
2r 2
T_z_ 4m? (& partir d T_Zn:r)
> _Gmo a partir de T =—"=).

e Pour retrouver les formules d’une trajectoire elliptique, on remplace r par a, ou a est le demi-
grand axe de lellipse:

% - _ Gmym T2 _ 4n?
m 2a a? Gmy,
*. parabole ¢ =0
. | N m
ellipse €, <O0. o
"M(m)
cercle .
C(gm min
26 L. _ . _. . périgée
apogée
—a
2a
| L
Energie mécanique Trajectoire
€,<0 Cercle et ellipse
€,=0 Parabole

Pour que la trajectoire soit un cercle, il faut que la vitesse en un point soit v = % et que, en
. . . —— — r
ce point, le vecteur vitesse soit orthogonal au rayon OM =re, .

Chapitre 14 : Forces centrales conservatrices




Mise en ceuvre

Comment déterminer les parametres (vitesse, énergie, période)
d’une orbite circulaire ?

Soit un point matériel M de masse m en mouvement sur une orbite circulaire sous ’action d’une
force centrale newtonienne exercée par un objet O de masse m,. On donne le rayon r, de la trajec-
toire. On souhaite déterminer la vitesse, I’énergie mécanique et la période de révolution du satellite
constitué par ce point M.

=» Savoir faire

© Exprimer la vitesse du point matériel M a ’'aide du PFD.
® En déduire I’énergie mécanique du point matériel M(m).

©® Calculer la période de révolution.

=» Application

On considére un satellite artificiel de masse m assimilé a un point matériel M en mouvement sur
une orbite circulaire de rayon r, autour du centre O de la Terre.

Déterminer la vitesse v, du satellite sur son orbite, puis son énergie mécanique € _ et enfin sa période
de révolution T.

Données: r,=10000 km ; m=800kg; M, =5,97-10*kg.
Solution

© Dans le référentiel géocentrique %g (supposé galiléen), le PFD appliqué au satellite M s’écrit

sous la forme:
ma(M),; =F.
Comme la trajectoire est un cercle de rayon r,, on a:
2
- vy, - dov—
aM),, =—e +—e¢,.
S de

, = GM. m -
La force exercée est: F=———1—e¢,.
)
.. dy,— my]- GM m -
Ainsi: m—Le,——e, =————er
d: % 7

Ce qui donne en projection sur ¢, :

dv, .
d_ = soit v, =cte,
et en projection sur e, : z
ve  GMp , GM,
— = , soit wy = .
o ro L)
11 24
AN, o, = A/6,67>< 10-11x 5,97 x 10 ~63km. s,
10 000 x 103

Méthodes



® L’énergie mécanique du satellite s’écrit:

1 » GMtm 1 GM; GMpm GMm
Em =€ +€, = smyy———— =5m - = -
2 ro 2 Ty ro 27,
—-6,67 X 10711 X 5,97 x 1024 x 800
2 x10 000 x 103

©® La période de révolution T du satellite autour de la Terre est donnée par:
21y,

AN. ¢ = ~-1,6x1010J.

Dy
21 % 10 000 x 103

AN. T = =9973s=2h46".
6,3 x 103

Méthode n°2

Comment déterminer la nature de la trajectoire ?

Soit un point matériel M de masse m en mouvement sous ’action d’une force centrale conservatrice
newtonienne exercée par un objet O de masse m2,. On donne la vitesse v et la distance 7, au centre de
force O en un point de la trajectoire. On souhaite déterminer la nature de la trajectoire du point M.

=» Savoir faire

© Exprimer puis calculer I’énergie mécanique € au point matériel M(m). 1
1
® Conclure selon le signe de € . I

=» Application

On considere un satellite artificiel de masse m = 1 ¢ assimilé a un point matériel M se trouvant a
t=0 ala distance r, = 12000 km du centre O de la Terre (M., = 5,97 x 10%* kg) ; sa vitesse est a
t=0,v,=8 km-s..

Déterminer la nature de la trajectoire du satellite par rapport a la Terre.

Solution

©® L’énergie mécanique du satellite s’écrit:

% 2 +2 1 ) GMm
m = c + p = E mo- — ;

Elle se conserve au cours du temps; on peut la calculerat=0 :

1 ; GMim
Em = 3 MUy ———

mo2 7,
-11 24
AN, € = %xl 000 x (8 000)2 — 267 x 10 1;()%’31);;3 <1000 _ 4 2x107.

® Comme ¢ < 0, la trajectoire est une ellipse ou un cercle ; pour que cette trajectoire soit un cercle,
GM.,

%

il faut que OM, L v etv=

Calculons la vitesse qu’aurait le satellite sur une trajectoire circulaire de rayon 7, :
o - A/6,67 x10-11x 5,97 x 1024

12 000 x 103
Conclusion: la trajectoire du satellite est une ellipse.

=~5,76 km - s71,

{l\ Siv, avait été égale a 5,76 km- s, la trajectoire n’aurait été un cercle que si, en plus, OM, Ly,
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Méthode n°3

Comment déterminer la position et la vitesse
aux points caractéristiques d’une trajectoire ?

Soit un point matériel M de masse m en mouvement sous I’action d’une force centrale conservative
newtonienne exercée par un objet O de masse m,. On donne le vecteur position O—N[(; et le vecteur
vitesse 170 en un point M, de la trajectoire. On souhaite déterminer les positions et vitesses aux points
caractéristiques: a ’apocentre et au péricentre (P) pour une ellipse.

=» Savoir faire

© Ecrire la conservation de I’énergie mécanique €, a I’aide des conditions initiales (en M,).
® Ecrire la conservation du moment cinétique (ou de la constante des aires C) a I’aide des
conditions initiales (en M),
(pour les points caractéristiques considérés, r =0 donc OM, L v).

©® Résoudre le systéme de deux équations a deux inconnues (r ; v) obtenu.

=» Application

On considére un satellite artificiel de masse m assimilé a un point matériel M se trouvanta =0 a
la distance 7, =||OM0|| 5 sa vitesse est alors v, =||vo|| etona o= (OMo,vo).
Déterminer les positions et vitesses aux périgées et a ’apogée de la trajectoire.

Données : m =1 000 kg; r,=24 075 km du centre O de laTerre;
M, =5,97-10*kg; v,=14650km-h'; o =44°.
Solution

© [’énergie mécanique du satellite est :

® La conservation de la constante des aires donne :
C=||OMA9||=|[[OM Agy|| soit C = 7o = ryov,sina.

©® [’équation donnant C permet d’obtenir:
ryvosindt  C

v v
En remplagant rdans €_, on a :
1 GMm
émvz ——¢ V= €y

soit :
(mC)fvz—(ZGMTm)v—ZC%m0 = 0.

Le discriminant de cette équation du second degré vaut A = 4G*> Mim? + 8C*¢€,_ m et les solutions
sont:

2GMymt [AG2Mim? + 8mC2 €,
p/a = 2mC

La vitesse maximale est celle du point le plus proche (périgée) et la vitesse minimale est celle du
point le plus éloigné (apogée).

v
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A.N. ‘émo =-8,26-10°] et C=6,8:-10"m?-s!;

v, =10km-s?; v, =1,64 km-s.

Les distances r, et r, a ’apogée et au perigée sont:
C

rp,=— et r,=

p

AN. r,=6765km et 7, =41444km
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erczces

Niveau 1

Ex.1 Unités
1) Déterminer I'unité de G dans ’équation:
_ GMm

1"2

F est une force, r une distance, M. et m sont des
masses.

F

2) a) En déduire 'unité de K sachant que:
K=GMm.
b) En déduire 'unité de € sachant que:

Niveau 2

Ex.2 Vitesse d'un satellite

Un satellite S est placé sur une orbite circulaire de
rayon 7,.
1) Déterminer I’énergie totale %To de ce satellite.

2) Laltitude du satellite étant peu élevée, il subit les
frottements des hautes couches de I’atmosphere. Son
énergie totale diminue alors avec le temps suivant la
loi:
ér=¢;,(1+o) a>0, €, <0

On suppose que la trajectoire reste circulaire. Déter-
miner le rayon r de la trajectoire et la vitesse v du
satellite.

En comparant les énergies, expliquer pourquoi la
vitesse du satellite augmente alors qu’il est freiné par
P’atmosphere.

Ex.3 Transfert d’orbite

On veut transférer un satellite S de masse m initiale-
ment sur une orbite circulaire basse de rayon
r, = 6 400 + 500 km (autour de la Terre de
masse M.) a une orbite circulaire haute de rayon
r,=6400 + 36 000 km.

Pour cela, on utilise une ellipse de transfert (de A a B)
dite ellipse de Hohmann dont la Terre est un foyer.
1) Exprimer et calculer la vitesse v, du satellite sur
P’orbite basse.

2) Exprimer ’énergie mécanique du satellite E, sur sa
trajectoire basse.

3) Exprimer ’énergie mécanique du satellite E, sur
Pellipse de transfert.

4) Que faut-il apporter au satellite au point A pour
qu’il passe sur ’ellipse de Hohmann ?

Exprimer et calculer ’écart de vitesse Av, nécessaire.

5) Quelle action faut-il avoir sur le satellite en B pour
qu’il passe sur I’orbite circulaire haute ?

Exprimer et calculer I’écart de vitesse AV, nécessaire.

6) Exprimer et calculer la durée du transfert (entre
A et B).

Donneées:
G=6,67x 10" N-m?-kg?;
M., =5,97 x 10** kg.

Niveau 3

Ex.4 Lancement d'un satellite terrestre

On veut qu’un satellite S décrive une orbite circulaire
de rayon r, autour du centre T de la Terre (de masse
M.

1) Calculer la vitesse v, du satellite ainsi que son éner-
gie mécanique. Indiquer la direction de la vitesse v,.

2) Une erreur a été commise lors de la satellisation.
Le satellite a bien été lancé sur un rayon r, avec une
vitesse U, mais la direction réelle de lancement fait
un angle o avec la direction de la question 1) (vers

- b1
Pextérieur: 0 < o < E).
a) Déterminer la nature de la trajectoire réelle du
satellite.
b) Construire ’allure de la trajectoire.

. e \ :

c) E?(pnmer r, etr, les rayons aux périgées et a 'apogée
ainsi que v et v,.

Exercices




Indications
Ex2 Ex4

1) Penser a utiliser le PFD et le projeter dans la direc- 1) Cf. ex 2 1).

tion radiale e:. 2) b) Se servir du fait que la distance foyer/sommet
du demi-petit de P’ellipse est égal au demi-grand

- axe a.

1) Cf ex 2.1).
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Solutioris des exercizces

Exercices de niveau 1

Exercice 1

2
Mym
Nxm? kg -m-s2xm?
kgx kg kg x kg
2) a) L’unité de K= GM.mn est:
kg -m3-s? x kg X kg =kg-m3-s2.

1) Sachant que: G = , Son unité est:

- kg—l . m3 . S—Z‘

b) Lunité de €, = = est:

r kg - m3 - s2
m

= kg-m?-s2
-1
“O_’ kg-m2-s?2=Jcar1J=1Nx1Tm=1kg-m-s?Zxm=1kg-m?-s2

»
£ N , .
€, est donc homogeéne a une énergie.

Exercices de niveau 2

Exercice 2

1) Le satellite est sur une orbite circulaire de rayon r,. On va appliquer le PFD au satellite par
rapport au référentiel géocentrique Q{g (supposé galiléen) et le projeter sur la direction radiale

afin de déterminer v;:
2

- - - v GM m GM
er-ma(S)y =e-F,puis -m— = ———1—, d’ou v, = T
£ To ry To
L’énergie totale du satellite est:
1 » GMm 1 GM; GMym
€1 = zmvy— soit €1 = zm -
2 0 2 To To
% GMm
To = 27,

Remarque : on retrouve ém = >

2) L’énergie totale diminue: €.; =%T0(1 + o).
L’expression de I’énergie peut étre obtenue par analogie avec la question 1).

% GMm
™= 2y
Sachant que €. =€ (1 + o)
GMm GMm
on a alors: — = — (1+ o)
2r 2r,
Y Trae

Exercices




Toujours par analogie:

GM GM GM
v=A/ T - T=/\/ TA/1+0ct.

r Ty Ty

1+ot
v =g/l +0t
Ainsi le rayon diminue avec le temps alors que la vitesse augmente.
En effet sur une trajectoire circulaire :
€r=¢€ +¢€, avec %p =

GMm
o

dans ce cas: €_ = —%% soit € =

P,
P’ 2
Avec du frottement:
e r décroit donc ‘%p décroit;
&

e comme ér = >

, €. décroit;
1 . N
e comme €_= —5%p, . croit, donc v croit.

f\\ Plus un satellite a une trajectoire circulaire de rayon faible, plus sa vitesse est grande.

Exercices de niveau 3

Exercice 3

1) Le satellite est sur une orbite circulaire de rayon r, (autour de la Terre).

Pour calculer la vitesse v, il faut écrire le PFD appliqué au satellite par rapport au référentiel géo-

centrique 97tg supposée galiléen et le projeter sur la direction radiale. A_\il
e.-ma(S), =e -F S
(F est la force d’attraction gravitationnelle)
2
V] GMm ) GM
-mX—= = - soit v, =
r 2 7y

r

-11 24
AN. v1=J6’67X10 X397 X107 7597 m-s1~7,6km st

6 900 x 103

2) On veut I’énergie mécanique €, du satellite quand il est sur son
orbite basse :

GM m GM m
€, =lmv?— T soit €, = ———— <0
2 r 2ry
3) L’énergie du satellite sur I’ellipse de transfert est obtenue par la formule:
% GMm
37 T 2a
ou a est le demi-grand axe de Pellipse.
. . GMm
Ici2a=r +r,dou:é; = ————<
ri+r,

4) Au point A, I’énergie mécanique du satellite doit passer de €, a €.
Or€, <é,<0Q@r <r +r,).

18
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Il faut donc augmenter I’énergie du satellite en lui communiquant un supplément de vitesse Av,.
Pour déterminer Av,, il faut déterminer la vitesse v As du satellite en A quand il est passé sur I’ellipse
de transfert:

On a déja exprimé €,:

Ainsi: v, = [2GM l— 1
As Trl T+,

Dés lors, on peut déterminer Av, :

GM GM 2r
Avy = vp -0 = /\/ZGMT(%—r -}-r)_/\/ ;. T =/\/ . T[/\/ - +1r —1]
1 it 1 1 11T 71
GM( [ 2r
AvAz T( —2_1)
r ri+r,

6,67 x 10-11x 5,07 ><1024(J 2x42400
6900 x 102 6 900 + 42 400

AN. Av, = /\/ 1)~~«2367m-S‘1z2,4km°s—1
5) En B, on refait la méme démarche qu’en A on calcule d’abord I’énergie €, du satellite sur sa
trajectoire haute.

P logi €, :
ar analogie avec ¢, GM. GMm

et €, = -

Ty 21,

‘Z)2=

Cette fois-ci €, <€, <0 (2r, >r +r,).
11 faut donc encore augmenter I’énergie du satellite en lui communiquant un supplément de vitesse
Av,. De la méme fagon qu’en 4), on peut définir Vg, '

vg, = A/zGMT(l - )
3 r, ri4T,
On peut donc exprimer Avy:

GM

A’UB = = T—/\/ZGMT(l— 1 )

GM 2r
Avg Tx(l—l lj

1"2 7'1+7'2

6,67 x 10-11x 5,07 x 1024 2%6 900

N Ao, = |2 ) x(1- |—2%0900 1\ 443 m-s1~1,4km-s.
AN. Avg 4/ 42 200 X 10 ( 6900+42400) mes =L ikmes

6) Le temps de transfert 7, (entre A et B) correspond a la moitié de la période de I’ellipse de Hoh-

|
Q
©
|
Q
o
o

mann que ’on peut calculer a ’aide de la 3¢ loi de Kepler:

T2 _ 4m?
a3  GMp
Or sur Pellipse de Hohmann 2a = », + r,, donc:
4m2 (1415’ . T 2
T2 = ( ) soit T = ———= X (r; +1,)%
GMp\ 2 2GM; ' ?
3
Donc T, = L(rl +7,)?

2,)2GM 3

T X ((6 900 + 42 400) x 103)2
2.2 %6,67 x 10-11x 5,07 x 1024

T=19267 s=5h21 min

AN. T,
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Exercice 4

1) Pour connaitre la vitesse v, du satellite sur sa trajectoire circulaire, on va appliquer le PFD au
satellite dans le référentiel galiléen %g géocentrique et projeté sur la direction radiale.

L - ( GM.m-
er-ma(S), = e '[_72’1-7”31‘]
) %
vg GMm
—m=2 = T
L) 70
GM,

To
L’¢énergie (mécanique) du satellite est:
1 2 GMTm .
ér = =myy,———— soit € =
T, = 3% Yo T,
) GM m
Soit : %To = -
Ty

'UO=

De plus, pour que la trajectoire soit un cercle, il faut que la vitesse soit orthoradiale (tangente a la
trajectoire), donc:

v, L TS.
2) a) La vitesse v, fait en réalité un angle o avec la perpendiculaire & TS
(la trajectoire n’est donc pas un cercle). P
Il faut déterminer la nature puis les caractéristiques de la trajectoire réelle é‘/

du satellite.

7 :
e Calculer d’abord I’énergie totale:
1 2 GMTWL GMTWI
%T=%C+%p=§mvo— . = - T <0.
Donc il s’agit d’un état lié. La trajectoire est une ellipse (dont un des foyers est le centre de la Terre).

e Déterminons le demi-grand axe de I’ellipse.

Sur une ellipse I’énergie du satellite est:

GM m
fr=T
Or ici au départ le satellite possede I’énergie :
GMm

En identifiant on trouve : @ = r, le demi-grand axe
de lellipse.

b) Cette information (a = r,) permet de conclure
que la position de lancement correspond a un des
sommets du petit axe ; par suite, on en déduit aussi
que le grand axe (dont on connait la longueur) est
paralléle & v, :

e on trace d’abord le grand axe (parallele a 170 pas-
sant sur T);

e on trace ensuite le petit axe (perpendiculaire au
grand axe) passant par S;

e on reporte la demi-longueur du grand axe (r,) a
partir de O (point d’intersection du grand axe et du
petit axe) : on obtient les points P et A;

e on reporte la demi-longueur du petit axe;

e on trace enfin ’allure de I’ellipse qui est la trajectoire réelle du satellite.

20
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¢) On veut calculer 7, etr,:

rp=rO—OT et r,=r,+OT.
Il reste a calculer la distance OT.
Or dans le triangle rectangle TOS:

sino = or _ oT donc OT = rysina.
TS To
Donc: r, = ro(1-sina) et 7, = ry(1+sina).

Pour calculer v, et v, on peut utiliser la conservation de la constante des aires (ou du moment
cinétique).

. (T
C = rovosm(é—a) = ryv,coso (en S)
= r,v, (en A)
= 1,7, (en P)
7, cosQ
Donc: v, = —Ocosocv0 = ———— 0,
a 1+ sinal
De méme : v, = cosa v
: P~ 1 _sina ”

21
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Approche documentaire

A propos de I'expérience de Rutherford

En 1908, Ernest Rutherford (physicien britannique, 1871-1937) décide de sonder la structure de
I’atome selon sa maxime « le meilleur moyen de trouver ce qu’il y a dans le pudding est de mettre
le doigt dedans ». Il envoie des particules alpha (2 protons, 2 neutrons) en direction d’une mince
feuille d’or ; il constate une diffusion des particules tout autour de la feuille d’or. Il envisage alors
le modéle planétaire de I’atome : au centre un noyau chargé positivement et autour des électrons
qui suivent des trajectoires circulaires (ou elliptiques).

Impact

Particules o

Source

T_ Détecteur

En utilisant la conservation de I’énergie mécanique lors de la rencontre frontale (¢ = 180°) entre
une particule alpha et un noyau d’atome d’or, on peut estimer la taille du noyau atomique de
Por. On envoie donc des particules alpha (noyau d’hélium Z = 2, masse m) avec une énergie
cinétique initiale € _ = 7,7 MeV en direction de la feuille d’or (noyau Z = 79, masse M > m).
Retrouver I’estimation du rayon R de ’atome d’or.

Dans le référentiel du laboratoire %g supposé galiléen, la particule o n’est soumise qu’a la force
d’interaction électrostatique avec le noyau d’or (on néglige le poids), qui ici est répulsive.

Cette force étant conservatrice, on a pour la particule o, €, = cste
soité_+¢é =€ + € = cste.
C P Co po

2
A 1ae . e
A P’instant initial, » = + o0, donc %;po - L9%:¢

4mer

—0 et € = %mvz.
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Au point le plus proche,r=R,onav=0:

2

q(lqOre

Cé = O % = ==

2 ¢ 2 P 47‘580R
Soit : dedot_ €., C'est-a-dire : R = o,
4TC£0R 4n80%c0

—19\¢

2x79% (L6x10™)" .

- 4me, % (7,7x10° x 1,6 x10™"°)

L’ordre de grandeur obtenu est tout a fait acceptable.

Approche documentaire







