Chapitre 5

QUELQUES NOTIONS DE
THEORIE QUANTIQUE DES CHAMPS

1- QUANTIFICATION CANONIQUE

1-1 Quantification en mécanique quantique

Lorsque ’on quantifie une théorie de particules, on préfere partir de la for-
mulation hamiltonienne de la mécanique classique. On définit tout d’abord le
moment conjugué p, de la variable ¢, suivant :

oy = OL(qr, Gr)

R
On introduit ensuite par une transformation de Legendre, la fonction de Hamil-
ton et sa différentielle obtenue grace a I’équation d’Euler-Lagrange (éq. 4.2.1) :

H(Qr:pr) = Z Dr Gy — L(QT:QT) (5.1.20,)

(5.1.1)

dH = Z —prdg, + Grdp, (5.1.2b)

T

Les équations du mouvement deviennent :
OH . 0H
R
L’évolution de toute fonction A(g,p) est donnée par :

WD) _ gL~ PHOA0H 04
U= G 5y g, o, (5.14)

r (5.1.3)

En mécanique quantique usuelle, la quantification se fait en général selon le
point de vue de Schrédinger. Les variables g,., p. ou A(g,p) sont promues au
rang d’opérateurs agissant dans un espace de Hilbert d’états. Les opérateurs g,
et ps obéissent a des relations de commutation canoniques :

[ths] = iérs (515)
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L’état du systeme |¢g(t) > obéit & I’équation de Schrodinger :

Z-5’|1/Js(t) >

5 = H(g,p) [¥s(t) > (5.1.6)

On peut reformuler ceci selon le point de vue de Heisenberg en transportant la
dépendance temporelle des états aux opérateurs

[ >= e s (t) > = |1hs(0) > (5.1.7a)

Ay (qu,pn) = ' As(gs,ps) e ! (5.1.7b)

de sorte que < Yp|Ap|vr >=< Ps|As|tps >. Les équations d’évolution du
systeme sont donc :
dAn(qn,pH)
dt

On notera qu’il est particulierement simple de passer formellement de la mécani-
que classique a la mécanique quantique en représentation de Heisenberg car il
suffit de remplacer les crochets de Poisson {4, B} par (i fois) les commutateurs
[A, B].

= i[H, Ag] (5.1.8)

1-2 Quantification des champs

La quantification d’une théorie de champs se fera préférentiellement suivant
le point de vue de Heisenberg qui est plus symétrique dans le sens ou toute la
dépendance spatio-temporelle a été mise dans les opérateurs. Ceci est en accord
avec le fait qu’en relativité I'espace et le temps doivent étre mis sur un pied
d’égalité. Ainsi, le champ électromagnétique A,(r,t), qui a une dépendance
temporelle explicite, sera quantifié directement en représentation de Heisen-
berg. La quantification se fait suivant le procédé canonique. En réalité, cette
procédure n’est pas explicitement covariante mais la théorie résultante 1’est, ce
qui n’est pas évident a priori.

On part de la fonction de Lagrange exprimée en terme du lagrangien :

L= / dr L(r,1)

Pour se ramener a un probléeme analogue a celui de la mécanique usuelle on rend
dénombrable le nombre de degrés de liberté en discrétisant ’espace ordinaire a
trois dimensions qui devient ainsi un réseau. Chaque nceud du réseau est repéré
par sa position r; et ’espace est divisé en petites boites de volume AV entourant
le noeud r;. A chaque boite on associe un degré de liberté (en fait autant de
degrés de liberté qu’il y a de type de champs indicés par s) :

Champ ®s(r,t) — DBoite numeroi : g;(t) = ®5(r;,t)
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La fonction de Lagrange peut alors étre réécrite comme :

L= Z AV'C[Qi(t)aqi(t)7QJ(t)]

Cette fonction dépend donc de la valeur des coordonnées g;(t) associées au
champ aux points voisins (nceuds numéro j) du noeud numéro i, ce qui traduit
dans cette formulation discrete la présence de dérivées spatiales dans la formu-
lation continue. On définit les moments conjugués dans la théorie discrétisée :

pi = 6_L = AV <7-6£ )
94 0Ps(r,t) /) o,

Définissant le moment conjugué dans la théorie continue par

oL

IIy(r,t) = 9%, (r.1)

(5.1.9)

on a:
pPi = AV Hs(ri,t)

On définit alors la fonction de Hamilton par :

H= 2 pi¢i — L = 2 AV {®,(rs,t) My(ri, t) — L(ri,t)}

Revenant a la formulation continue, on retrouve bien la forme obtenue a partir
du théoreme de Noether (éq. 4.3.6a)

H:/dr {@S(r,t)ns(r,t)—c(r,t)} (5.1.10)

Comme cela a été annoncé, nous allons quantifier la théorie dans la représenta-
tion de Heisenberg, c’est-a-dire que les opérateurs vont garder leur dépendance
temporelle explicite. Les variables g;(t) et p;(t) deviennent des opérateurs agis-
sant dans un espace de Hilbert d’états et satisfaisant des relations de commu-
tations a temps égal

[a:(t),p; ()] = idi;  [qi(t),q; ()] = [pi(t),p;(t)] =0

ce qui se traduit, pour les champs définis aux nceuds du réseau, par des relations
du type :
i
[(I)T‘ (riv t): Hs (rja t)] = Zﬁérs

On revient ensuite & la limite du continu en faisant tendre AV vers zéro ce
qui implique que d;;/AV = §(r; — r;). Par suite, dans la version continue la
quantification s’effectuera en élevant les amplitudes de champs et leurs moments
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conjugués au rang d’opérateurs satisfaisant aux relations de commutation a
temps égal :
[®,(r,t), (', t)] = i 0ps 0(r — 1') (5.1.11a)

[, (r, ), Bs(r', )] = [IL(r, t), IL(r',£)] = 0 (5.1.11b)

Remarque : Nous verrons dans la suite que de telles relations de commutation
canoniques ne sont valables que pour les bosons ; pour les fermions ces relations
devront étre remplacées par des relations d’anticommutation. Notons également
que ces relations de (anti)commutation impliquent que les particules associées
aux différentes composantes du champ seront considérées comme identiques.

Nous sommes en représentation de Heisenberg ; I’état |¢) > du systéme n’a pas
de dépendance temporelle car celle-ci est portée par les opérateurs. Ainsi, pour-
suivant notre imitation de la procédure de quantification d’une théorie de parti-
cules, on écrira que 1’évolution temporelle de n’importe quel opérateur construit
a partir des champs (de bosons ou de fermions) est régie par I’équation (cf. eq.
5.1.8)

M =i[H, A(r,t)] (5.1.12)
dt
Remarque : Nous verrons plus loin que cette relation est une conséquence directe
de l'invariance par translation dans le temps de la théorie quantique.

2- QUANTIFICATION ET SYMETRIES

2-1 Quantification et covariance

Au niveau classique un lagrangien scalaire de Lorentz garantit 'invariance
de Lorentz de la théorie et fournit directement grace au théoreme de Noether
les quantités conservées telles que Iénergie et 'impulsion (associées aux trans-
lations) et le moment cinétique (associé aux rotations ordinaires). Dans une
théorie quantique ceci n’est pas suffisant car la covariance impose, comme nous
allons le voir, des relations de commutation auxquelles doivent satisfaire les
champs.

Counsidérons une transformation de Lorentz du systéme de coordonnées (nous
adoptons dans ce qui suit un point de vue passif) :

R = R

' — ' = AF, ¥ + o
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Au niveau classique 1’observateur dans R’ verra au point de coordonnées x’ dans
R’ un nombre @, (z') qui se déduit de ®5(x) (vu par un observateur dans R au
point de coordonnées = dans R) selon :

! (z') = Sps Ps () (5.2.1)

T

ou S est une certaine matrice qui dépend du champ et de la transformation de
Lorentz considérée. Pour un champ scalaire, S est bien sir la matrice unité ;
pour un champ vectoriel A#, S est la matrice de Lorentz A* , ; sa forme explicite
pour les champs de Dirac est donnée dans 'appendice A. L’invariance de la
théorie sous une telle transformation sera assurée si :

L(2}("), 0" By (a")) = L(s(2), 0" P, ()

En théorie quantique, 'observable physique correspondante a ’amplitude de
champ classique est I’élément de matrice de I'opérateur champ pris entre deux
états quelconques |1y > et |thg >, soit :

< Yal®r(z)|9p >

Dans le référentiel R', le méme état physique caractérisé par l'indice a sera
décrit par le vecteur d’état |1/, >. L’observable vue par un observateur de R’
sera donc < ¢5,|®,(z')|1; > qui se déduit de son homologue dans R par :

<Pyl ®r(@ ) > = Sps < Ya|®s(2)|ths > (5.2.2)

La norme de I’état quantique devant étre conservée, on demandera que les
[t)" > se déduisent des |¢) > par une transformation unitaire caractérisée par
lopérateur U, soit :

W' >=Ulyp > (5.2.3a)

Ut =ut (5.2.3b)
On en déduit d’apres (5.2.2) :
<P |UTr (2 U g > = Sps < 10| ®s()|1pp >

Ceci étant vrai pour n’importe quel état quantique, on obtient la loi de trans-
formation des opérateurs de champ

U, (2" U = S,5®4(x) (5.2.4q)

soit encore :
Ud.(2)U™ =S o, () (5.2.4b)

Examinons le cas particulier extrémement important d’une translation élémen-
taire z# — 2'* = z# + a* qui correspond & une translation passive de —a*,
équivalente a une translation active +a*; on prendra U sous la forme

U = elant” (5.2.5)
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ol P*" est un certain opérateur hermitique ; on en déduit, au premier ordre en
at, d’apres (5.2.4b)

(1+ia,P*)®,(z)(1 —ia,P*) = &, (xz + a) = ®,(z) + a,0" P, (2)

ce qui permet d’établir le résultat fondamental caractérisant la transformation
des champs par translation au niveau quantique :

o'd,(z) =i[P*,,(x)] (5.2.6)
Ceci conduit en particulier &
°®,(z) =i [P°, ®,(z)] (5.2.7)

qui suggere d’identifier tout d’abord, par analogie avec (5.1.12), Popérateur P°
avec 'opérateur hamiltonien H déduit du théoréme de Noether (éq. 4.3.6a) et,
en vertu de I’invariance de Lorentz , les opérateurs P!, P2, P3 avec les trois com-
posantes de 'opérateur impulsion également déduit du théoréme de Noether (éq.
4.3.6b). L’invariance par translation de la théorie provient de I'identification des
opérateurs P* avec les opérateurs de quadri-impulsion conservée (voir chapitre
2).

La prise en compte des contraintes de covariance en théorie quantique des
champs nécessite ainsi la procédure suivante :

(i) on utilise le théoréme de Noether pour obtenir un quadri-vecteur impulsion-
énergie P* conservé

(ii) P* est une fonctionnelle des champs @, et de leurs moments conjugués Il
qui sont des opérateurs verifiant certaines relations de commutation; P*
est lui aussi un opérateur

(iii) on vérifie que le P* obtenu via le théoreme de Noether obéit bien aux
relations de commutation imposées par la covariance (éq. 5.2.6) et que
[H, Pi] = 0. Si ce n’est pas le cas, on doit alors changer les relations de
commutation canoniques.

Le dernier point signifie en particulier que ce sont les contraintes de covariance
qui priment. Il n’y a en effet rien de réellement “sacré” dans les relations de
commutation telles que celles données par 1’équation (5.1.11) a tel point qu’elles

sont remplacées par des relations d’anticommutation dans le cas des fermions.

On notera également que, d’apres (5.2.7), pour tout opérateur A construit
comme une fonction (ou une fonctionelle) des champs @, et II; pris au temps ¢

on a p
— ={[H A 2.
o i[H, A] (5.2.8a)
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qui est bien la la loi d’évolution en représentation de Heisenberg (éq. 5.1.12).
De facon plus générale, la proprété d’invariance par translation de la théorie se
traduira pour A par la relation issue directement de (5.2.4) et (5.2.5) :

Az + a) = eP"a A(z) e~ on (5.2.8D)

2-2 Quantification et symétries internes

a- Construction des opérateurs quantiques

Dans le paragraphe 4 du chapitre précédent, nous avons introduit la notion
de symétrie interne. Nous avons ainsi considéré un systeme de champs représen-
té par un vecteur colonne (®)(z) = (®1(z),...., Ps(z),.., P (z)), qui se trans-
forme comme une certaine représentation d’un certain groupe (de Lie) :

®(z) — el () (5.2.9)

ou les p matrices T, constituent une représentation (de dimension égale au
nombre de champs indépendants) de l’algebre de Lie du groupe.

Dans une théorie quantique cette loi de transformation devient une loi de trans-
formation sur les éléments de matrice :

< Pal®(@) [ > = < VL@ > = T < pole@)by > (5.2.10)

La norme de I’état quantique devant étre conservée on demandera de nouveau
que les |9 > se déduisent des |1 > par une transformation unitaire

W' >=U|¢ > (5.2.11a)
Ut =v-t (5.2.11b)

et I'on prendra 'opérateur U sous la forme :
U = ¢ifaQa (5.2.11c)

ou les “charges” @, sont des opérateurs hermitiques. On en déduit d’apres
(5.2.10) :

<Pl @r(@)|wh > = (e777) | < eul|USs(2)U "3 >

Ceci étant vrai pour n’importe quel état quantique on obtient la loi de trans-
formation des opérateurs de champ :

U®,.(2)U = (eT2) &,(z) (5.2.12)

T8
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Prenant une transformation infinitésimale et développant I’équation précédente
au premier ordre dans les parameétres 6,, on obtient les relations de commuta-
tion :

Qa, ®r(2)] = — (T,),, ®s(x) (5.2.13)

Il s’agit maintenant de construire explicitement les opérateurs U transformant
les états quantiques et les opérateurs de champ. Considérons les charges
obtenues classiquement a partir du théoréme de Noether, soit :

Qu(t) = / dr {—iIL,(r,t) (Ta),s B(r, 1)} (5.2.14)

Le lecteur vérifiera facilement que si les relations de commutation canoniques
des champs sont du type bosonique ou fermionique

(@, (r, 1), IL(x, £)]. = @, (r,t) I, (x', £) F I, (x',£) @p(x, 1) = i 6,56 (xr — 1)
(5.2.15)
les opérateurs de charge issus du théoreme de Noether obéissent bien aux rela-
tions de commutation (5.2.13), ce qui n’était pas évident a priori. On vérifiera
également en utilisant (5.2.15) que ces mémes opérateurs de charges obéissent
aussi aux relations de commutation de 1’algebre de Lie

[Qa(1), Qp(t)] = iClape Qe(t) (5.2.16)

ou les Cype sont les constantes de structure du groupe. Par exemple, les huit
charges de saveur F; introduites au chapitre précédent (éq. 4.4.23) obéissent,
une fois élevées au rang d’opérateurs, a I’algebre des charges de SU(3) :

[Fi, Fj] =i fiji Fr (5.2.17)

b- Lois de conservation

Counsidérons un systéme de champ gouverné par un lagrangien £ = Lo + L'
ol Ly est invariant sous la transformation (5.2.9) mais £’ ne ’est pas nécessaire-
ment. Nous avons vu au chapitre précédent que, au cours d’une transformation
élémentaire, le lagrangien se transforme suivant

oL

0L =6L =—0,0,5" = i@a—aq) (To)rsPs (5.2.18a)
o oL
.
g = 276(8“‘1)r)(Ta)rs‘I)S (5.2.18b)

est le courant associé a la transformation (5.2.9). Par ailleurs, la loi de trans-
formation des champs quantiques (eq .5.2.12) impose

SL=6L' =U LU -L=ULU-L =~i[0.Qq4, L] = +i[0.Qu,H']
(5.2.19)
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ou H' = —L' est la densité de hamiltonien qui n’est pas invariante. En identifiant
(5.2.18) et (5.2.19), on obtient :

Ough(x,t) = i[H'(x,t), Qa(t)] (5.2.20)

Si l'on introduit le hamiltonien H' = — [ dr £'(r,t), par intégration spatiale de
(5.2.20), on aboutit &

Q.

= ilH, Qa] = i[H, Q] (5.2.21)

ou la derniére égalité provient du fait que la charge commute avec la partie
Hy du hamiltonien associée a la partie invariante £y du lagrangien. On aurait
bien str pu écrire directement ce dernier résultat en utilisant la propriété d’inva-
riance par translation (éq. 5.2.8).

Si les charges (), commutent avec le hamiltonien total du systeme de champs,
la symétrie est réalisée exactement et les charges sont conservées (dQ,/dt = 0).
Placons-nous alors en représentation de Schrodinger ; soit un état |1p; > préparé
a linstant ¢;, Pamplitude de probabilité de trouver le systeme dans I’état |y >
a l'instant t; est :

Sy =< 1Z1f|€_iH(tf_ti) Vi > (5.2.22)
Considérons maintenant le processus “tourné”; partant de 'état Uly; > a
linstant ¢;, ’amplitude de probabilité de trouver I’état Uy > & linstant t;
est :

Shi=<pp|U e MU Ul > = < apgle HE gy > = Sy (5.2.23)

Autrement dit, si la symétrie est réalisée exactement, les charges ), et par suite
les opérateurs U commutent avec le hamiltonien H gouvernant 1’évolution du
systeme et le processus “tourné” (S}Z) se produit avec la méme amplitude et
par suite la méme probabilité que le processus original (Sy;).

3- QUANTIFICATION DU CHAMP DE KLEIN-GORDON

Les paragraphes 3 et 4 sont consacrés a linterprétation particulaire qui
émerge de la quantification des champs. Bien qu’il n’existe pas de particule
fondamentale scalaire (spin zéro), la quantification d’un champ scalaire permet
d’illustrer les méthodes en évitant d’alourdir le formalisme par 'introduction
d’un spin. L’intérét d’une telle étude n’est cependant pas seulement académique
car on peut utiliser des techniques issues de la théorie des champs pour traiter
des objets composites tels que des hadrons scalaires ou pseudo-scalaires, un
exemple important étant celui des pions. Ce type de théorie effective n’est bien
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str utilisable qu’a basse énergie ol l’on peut ignorer la structure en quarks des
hadrons.

3-1 Quantification canonique

On considére le champ le plus simple : un champ scalaire réel libre ®(z). Le
lagrangien est :

1 .
L= 5(8“@8,@ — m?®?) (5.3.1)

Il obéit & I’équation de Klein-Gordon :
(0"0, + m*)®(x) =0 (5.3.2)

On développe le champ sur une base d’ondes planes solution de ’équation de
Klein-Gordon, soit :

dk

2(r,?) :/ (27)3/2 2wy )1/2 (“(k) elllr=wit) 4 af (k) e_i(kr_m)) (5.3.3)

La présence de wy, = (k2 +m?)'/? dans le préfacteur est pour l'instant purement
conventionnelle. Une fois le champ quantifié, les coefficients a(k) seront promus
au rang d’opérateurs ; le champ réel ® deviendra alors un opérateur hermitique
comme ceci est manifeste sur ’expression précédente. L’opérateur associé au
moment conjugué du champ II = & s’écrira :
(r,t) = / ki (a(k) eilkr=wnt) _ gt (k) e—“kr—wﬂ)
T @r)pR et

(5.3.3)
On laisse a titre d’exercice le soin de vérifier que les relations de commutations
canoniques a temps égal (éq. 5.1.11) pour les champs ® et II conduisent aux
relations de commutation suivantes pour les opérateurs a et al :

[a(k),a’ (k)] = 0(k — k')
[a(k), a(k')] = [a' (), a' (k)] = 0 (5.3.4)
On introduit parfois pour des raisons de commodité une notation discrete. Pour
ce faire, on place le systéme dans une grande boite de volume V' = L? qui tendra

vers l'infini en fin de calcul et disparaitra dans tous les résultats physiques. On
impose des conditions aux limites périodiques :

Ceci se traduit par le fait que les modes permis sont tels que (ng, ny, n, entiers)

2w 2w 2w
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Il y a donc un mode k par “volume” élémentaire (27)%/V. Comme
/ dr 'K — (27)36(k — k') = Vi (5.3.5a)
le passage de la notation continue a la notation discrete se fait a ’aide des regles

suivantes : Vdk
3= / o (5.3.5b)
k

S = (2‘7;)3 5k — k') (5.3.5¢)

Les opérateurs

e = <(2‘7;)3> ' a(k) (5.3.5d)

permettent de réexprimer, en notation discrete, les champs et les relations de
commutation :

1 i(kr—w —i(kr—w
‘I)(I‘7 t) = Z W (ak €Z(k vt) + a;r( € ik kt)) (536)
k

1 - i(kr—wpg —i(kr—wg
(r,t) = Z CPAGBLE (—iwg) (ak eilkr—wit) _ a;'( e ik t)) (5.3.7)

[ax, al,] = Ok
[ak, ax’] = [a;r(,a;r(,] =0 (5.3.8)

Ces relations de commutation sont des relations de commutation des opérateurs
de création et d’annihilation de bosons. On verra ci-dessous que ces bosons
peuvent réellement étre interprétés comme des particules.

3-2 Interprétation particulaire : I’espace des états

a- Les opérateurs H et P

Introduisons, via le théoréeme de Noether, les opérateurs hamiltonien et
impulsion du systeme (éq. 4.3.9) :

H = / dr% (I + (V. ®)* + m*@?) (r,1) (5.3.9a)

P= —/ dr (ILV,®) (r,t) (5.3.9b)
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Il peut surgir, lorsque ’on passe de la grandeur classique a la grandeur quan-
tique, un probleme lié a I'ordre des opérateurs lorsque ceux-ci ne commutent
pas. On conservera tout d’abord l'ordre d’écriture de I’équation (5.3.9) et on ver-
ra plus loin comment lever cette ambiguité. On développe ensuite les opérateurs
en modes normaux en prenant garde au fait que les opérateurs a et a' ne com-
mutent pas lorsque k = k’. On trouve alors en notation discréte puis continue :

H=Y % e+ aal) = [ dicF @ (0a(k) +alla (9) (53100
k

P=Y 5 (et aal) = [dis (@00 +alla () (310
k

Soit encore en utilisant les relations de commutations (5.3.4), (5.3.8) :

H= Xk: Wk (a;r(ak + %) = /dkwk (af(k)a(k) + w> (5.3.11a)

P= zk: k <a;r(ak + %) = /dk k <aT(k)a(k) + @) (5.3.11b)

Il apparait que le hamiltonien se décompose en une somme de hamiltoniens

élémentaires Hy
1

Hy = wy, <aLak + 5)

correspondant aux modes k. On voit également que le hamiltonien de chacun de
ces modes correspond a un hamiltonien d’oscillateur harmonique de pulsation
wg. On sait par ailleurs (ceci provient directement des relations de commutation
des ax) que les valeurs propres de 'opérateur Ny = a;r(ak sont les entiers positifs
ou nuls ng. Les valeurs propres de Hy sont donc :

1
€k = W (nk—f— 5)

L’état fondamental du systeme de champs correspond & une configuration
ou tous les ny sont nuls. L’énergie de I’état fondamental que ’on notera |0 >
est : 1
Ey=<0/H|0>= —w
)= <Ol >= Y Lo
k
Cette énergie est égale & une constante infinie. Comme seules les différences
d’énergie ont un sens physique, on conviendra de soustraire cette énergie dans
la définition du hamiltonien :

H— H—<OH|0>=H—Fo=)_ w af ax
k
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Cette soustraction est automatique si, dans D'expression du hamiltonien, on
convient de placer systématiquement les opérateurs de “création” a' & gauche
et les opérateurs de “destruction” a a droite ; c’est ce que 'on appelle 'ordre
normal des opérateurs. Un opérateur A écrit en ordre normal sera noté : A : .
Le hamiltonien écrit selon ’ordre normal sera :

H = /dr C(IT® — £)(r,t) : (5.3.12a)
= Z % : a;r( ax + ak aL : (5.3.120)

k
= Zwkalak (5.3.12¢)

K

De la méme fagon, 'opérateur impulsion sera écrit selon I’ordre normal :

P = —/dr (ILV,®)(x, t) : (5.3.12d)
L t
= ) 2 Okt akay (5.3.12¢)
k
= > kala (5.3.12f)
k

Cette prescription leve ainsi ’ambiguité mentionnée ci-dessus sur l'ordre d’écri-
ture d’opérateurs ne commutant pas. De fagon plus générale pour toute obser-
vable obtenue classiquement grace au théoreme de Noether, on prendra ’ordre
normal.

b- Interprétation particulaire; espace de Fock

Les spectres du hamiltonien H donné par (5.3.12c) et de 'impulsion P donné
par (5.3.12f) sont complétement déterminés par le spectre des opérateurs ”nom-
bre d’occupation du mode k” Ni = a;r( ay, dont les valeurs propres sont tous
les entiers positifs ou nuls ; on pourra alors construire des états quantiques
|ng...nk.... > états propres de H et P :

H|nk >= <Z nkwk> |nk > (5.3.130,)
k

Pl.ng. >= (Z nkk> | > (5.3.13b)
k
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Ceci signifie que ’état du systéme est déterminé par la donnée de chaque
nombre ny de quanta d’excitation du mode k. De plus, chaque quantum
porte manifestement une impusion k et une énergie wy = (m? + kz)l/ 2 qui
est précisément 1’énergie d’une particule de masse m et d’impulsion k. Il est
par conséquent tout a fait naturel de donner une interprétation particulaire a
ces états. On peut résumer cela de la fagon suivante :

— lopérateur aL (ax) est un opérateur de création (destruction) d’une particule
dans le mode k,

— lopérateur Ny est I'opérateur nombre de particules dans le mode k,
— dans état |..nk... > on a nyg particules d’impulsion k et d’énergie

wp = (k2 +m2)(1/2)

On peut construire I’ensemble de ces états & partir de I’état de vide |0 > par ap-
plication successives des opérateurs de création. L’espace des états ainsi obtenu
est appelé ’espace de Fock :

— état fondamental (aucune particule) : |0 >,

— état contenant ny particules d’impulsion k
1
L\? tin
|nk > = H (n—k'> (ak) k |0 > (53140,)
k

Il en résulte que 'action des opérateurs de création et de destruction sur un tel
état est :

al | >= Vg + 1 g + 1. > (5.3.14b)
ag|...ng... >= /ng |..nx — 1... > (5.3.14c¢)

Par suite, laction de l'opérateur de destruction ax sur un état |..nx = 0.... >
donne bien entendu zéro. Ces états vérifient les relations d’orthonormalisation-
fermeture :

< eepenc| e > = [ Grent, (5.3.15a)
k

> e ><npeme] =1 (5.3.15b)
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3-3 Champ scalaire chargé et antiparticules

101

Supposons que ’on ait maintenant deux champs hermitiques libres (de méme
masse) ®; et ®o. Soient ajx etask les opérateurs de destruction associés. On

peut définir deux champs complexes :

P — iy
o= —-
V2
ot — P +1P,
V2
Le lagrangien pourra s’écrire indifféremment comme :
1 - ‘
L= 5(0"2:0,®; - m2®?) = (9" 99, 9" — m?®")
i=1

Les moments conjugués des champs seront :

H:a—'.ﬁz(iﬁ
od
HT:a—TC:é
oot

On peut également introduire les opérateurs

A = a1k \—/ilGZk
a1k + iasy
V2

pour lesquels les seuls commutateurs non nuls sont :

By =

[Ax, AL] = [Bx, BL] = dkx

(5.3.16a)

(5.3.16b)

(5.3.17)

(5.3.18q)

(5.3.18b)

(5.3.19a)

(5.3.19b)

(5.3.19¢)

Le champ complexe ® et son moment conjugué pourront alors se décomposer

suivant :

1

— i(kr—wyt T —i(kr—wyt
¢(rat)—ZW(Ak€( ) 4 Bl e k))

k

(5.3.20a)

1 . i(kr—w —i(kr—w
H(I‘,t) = Z W (—ZLLJk) (Bk €Z(k Kt _ AI( e ik kt)) (5320b)
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Les opérateurs hamiltonien et impulsion pourront s’écrire indifféremment
comme :

H = Z Wi (aJ{kalk + a;kazk) = Z Wi (AI(Ak + BltBk) (5321&)
k k

P =) k(afai + alan) = > k(AL Ax + BLBy) (5.3.21b)
k k

Il pourrait sembler que le fait de remplacer les champs ®; et ®» par ® et ®f est
sans intérét ; on a en particulier exactement le méme spectre. Le fait nouveau est
que le lagrangien (5.3.17) possede manifestement une symétrie supplémentaire ;
il est en effet invariant sous la transformation :

®— P, of - e Wt

Il posseéde donc une charge conservée qui s’écrit selon l’ordre normal :

Q=—i / dr :11® — et =Y (AL Ay — BLBy) (5.3.22)
k

Il apparait clairement que les particules créées par les opérateurs Af portent
une charge ¢ = +1 et celles créées par les opérateurs BT portent une charge
q = —1. On dit que ces dernieres sont les antiparticules des précédentes. Plus
généralement, on passe de la particule a ’antiparticule en changeant le signe de
toutes les charges additives (i.e. les nombres quantiques additifs) associées a des
symétries internes (charges électrique, baryonique, leptonique, d’étrangeté,......)
sans changer les variables d’espace. Cette opération qui porte le nom de conju-
gaison de charge sera étudiée en détail au chapitre 8.

3-4 Le propagateur de Feynman

a- Introduction heuristique

Nous allons calculer de facon heuristique I’amplitude de probabilité pour
augmenter la charge de une unité au point r a 'instant ¢ et la diminuer de une
unité au point r' & I'instant ¢'. On a deux possibilités :

(a)- on crée une charge ¢ = +1 en (r,t) et on la détruit en (r',t') avec t' > ¢

(b)- on crée une charge ¢ = —1 en (r',t') et on la détruit en (r,t) avec t > t'

(a) Pour créer une charge ¢ = +1 en (r,t), on fait agir le champ ®'(r,t) sur le
vide. On obtient I’état :

Wy (r,t) >= @ (r,8)]0>= >
k

1

AT —i(kr—wgt) 0
@)1/ i 0>
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L’amplitude de probabilité pour détruire cette charge en (r',t') avec t' > t est :
<UL (e, )T (r,t) > (' —t) =< 0]®(c',t") BT (r,1)[0 > O(t' — 1)

(b) Pour créer une charge ¢ = —1 en (r',t'), on fait agir le champ ®(r',t') sur
le vide. On obtient 1’état :

1

BT —i(kr’—wkt') 0>
@i ke |

W_(, ) >=o@ t)0>=
k

L’amplitude de probabilité pour détruire cette charge en (r,t) avec t > t' est :

<U_(r,t)|¥_(r',t') > 0t —t') =< 0|®T(r,t) ®(x', )0 > O(t —t')

L’amplitude totale se mettra sous la forme d’un produit chronologique
B(t' —t) < 0|®(z") T ()]0 > +6(t —t') < 0]@F(x) ®(2')]0 >

=< 0|T (®(z") @'(2)) |0 >

ot le symbole de produit chronologique T signifie que ’on classe les opérateurs
de la gauche vers la droite par ordre d’argument temporel décroissant. On
définit alors le propagateur de Feynman par :

Ap(z',z) = —i <0|T (@(z') @' (x)) |0 > (5.3.23)

b- Calcul du propagateur de Feynman

Nous venons de montrer de fagon qualitative que le propagateur de Feynman
décrit a la fois la propagation des particules et la propagation des antiparticules
d’un point d’espace-temps a un autre. Nous verrons de fagon rigoureuse dans le
chapitre 9 consacré a la théorie des perturbations que ce propagateur intervient
naturellement pour décrire la propagation d’une particule (ou d’une antiparti-
cule) entre deux interactions successives. Il importe par conséquent d’en avoir
une expression explicite. Nous ne donnerons ici que les étapes conduisant au
résultat final et laisserons au lecteur le soin d’effectuer les calculs intermédiaires
lorsqu’ils sont sans difficulté.

Si 'on introduit le quadri-vecteur £ = (wg, k), en insérant le développement
en mode normal des opérateurs de champ, on obtient en utilisant les relations
d’orthonormalisation des ondes planes :

; dk —ik(z—a' ik(z—x'
iAp(z,2') = /M(e(t—t’)e Ko=) (e — gy o)

iAp(x —2') (5.3.24)
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Ceci montre que le propagateur de Feynman est en réalité une fonction de z—x',
en accord avec 'invariance par translation.

Pour mettre ce propagateur sous une forme explicitement covariante, nous allons

tout d’abord établir le résultat suivant :

dky e~ tkot . .
I= | 22— — _jf(t)e vt 5.3.25
/27rk0—wk+in i0(t)e ( )

Cette intégrale se transforme en une intégrale sur un contour en complétant
Paxe réel par un grand cercle de rayon R tendant vers l'infini (voir figure 5.1
ci-dessous) de telle facon que la contribution & l'intégrale du grand cercle soit
nulle.

t>0 t<0
A Im k() A Im kO
Re ko

Re k()

W-1N

Figure 5.1 : Les deuzx contours d’intégration dans le plan compleze, suivant
le signe de t, pour le calcul de Uintégrale (5.3.25).

Il y a deux cas possibles suivant le signe de t (figure 5.1).

(i) Sit > 0;il faut que (—i)(iImko)t < 0, soit Imkyg ~ —R < 0. On
doit alors intégrer sur le grand cercle situé dans le demi-plan complexe
inférieur. Dans ce domaine, l'intégrant possede un poéle en ky = wy —
in. L’application du théoreme des résidus donne immédiatement I =
—i exp(—iwgt).

(i) Sit < 0; il faut que (—i)(iImko)t < 0, soit Imky ~ +R > 0.
On doit alors intégrer sur le grand cercle situé dans le demi-plan com-
plexe supérieur. Dans ce domaine l'intégrant ne posséde pas de pole. Le
théoreme des résidus donne bien I = 0.

Par suite, en changeant k en —k dans le deuxieéme terme de (5.3.24) on obtient :

—iko(t—t' iko(t—t'
Ap(z —2') = /*dk eik'(r_rl)/—dko i + M
(27)3 2wy, 2 \ ko —wr +1in ko —wg +in
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/ dk ik.(l‘fr’) / dko e*iko(tft’) e*iko(tft’)
(2m)3 2wy, 2 21 \ ko —wp + i1 ko + wg — i1

ke 1
= ) —  —— 9.3.26
/ (2m)4 ¢ k2 —m?2 +in ( )

Ainsi dans 'espace des quadri-impulsions qui est utilisé en pratique, le propa-
gateur de Feynman a une forme particulierement simple :

1

Al = ey

(5.3.27)

et Ap(k) possede des poles en :

ko = 4wk —in, ko = —wi +1in

4- QUANTIFICATION DU CHAMP DE DIRAC

4-1 Développement du champ dans 1’espace des impulsions
et relations d’anticommutation

Nous considérons un champ de Dirac libre dont le lagrangien est :
L = ipy" 0 — mapyp (5.4.1)

Nous allons développer ce champ sur une base d’onde plane solution de 1’équa-
tion de Dirac libre :

(iv"0, —m)p(x) =0 (5.4.2)
Ses solutions, caractérisées par le quadri-vecteur p = (E, = (p? +m?)'/2,p) et
I’indice de spin s = £1, sont de deux types :

Pps () = u(p,s) e P (5.4.3a)
ps (¢) = v(p, 5) P (5.4.3b)

La forme explicite (en représentation de Dirac) et les propriétés principales de
ces spineurs de Dirac u et v sont regroupées dans 'appendice A.

Pour écrire le développement du champ au point = (¢,r) nous allons, comme
dans la section précédente, discrétiser ’espace ordinaire en plagant le systeme
dans une grande boite de volume V. Les modes permis p seront placés au nceud
du réseau cubique réciproque de maille 27T/V1/3. Le champ sera de la forme :

1 ) .
Y(r,t) = Z QE 2 (e " u(p, s) bps + € v(p,s) dLs) (5.4.4)
p,s P
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ol les by, et les dps sont des opérateurs dont nous allons maintenant préciser
les propriétés. Nous allons procéder d’une facon quelque peu différente de celle
utilisée dans le cas du champ de Klein-Gordon. Nous avions en effet déduit
les relations de commutation canoniques satisfaites par les opérateurs a et af &
partir des relations de commutation canoniques entre le champ ® et son moment
conjugué ; nous allons ici les déduire du spectre du hamiltonien et verrons
qu’elles doivent étre remplacées par des relations d’anticommutation.

Les opérateurs hamiltonien et impulsion sont de la forme (voir éq. 4.3.11) :

H= / dr ¢t [—iayVy, + fm] (5.4.5a)

P:/dm/ﬂ (—=iVy) 1) (5.4.5b)

En prenant de nouveau garde au fait que les opérateurs b et d ne commutent
pas, on obtient en prenant exactement ’ordre d’écriture ci-dessus :

Pt =3 1" (blsbps — dpsdf,,) (5.4.6)
ps

a- Pourquoi doit-on exclure les relations de commutation?

On notera que l’expression (5.4.6) est trés similaire & I’expression équivalente
pour les champs de Klein-Gordon (éq. 5.3.11) & la présence prés du signe moins
qui aura des conséquences considérables.

Supposons tout d’abord que 1’on puisse interpréter les opérateurs bf (b) et df
(d) comme des opérateurs de création (destruction) de quanta (particules) sa-
tisfaisant aux mémes relations de commutations que les a' (a) de la section
précédente. L’énergie de I’état de vide |0 > défini par b|0 >=0et d|0 >=0 >

sera .
Ey=-) E,
Ps

L’échelle d’énergie est définie en soustrayant comme précédemment cette con-
stante infinie. Les relations de commutation supposées impliquent :

H = Y E, (bbps — dpsdf, + 1) (5.4.7a)
Ps

> B, [bbps — dpedh, + (dpsdl, — df dyps)] (5.4.7b)
Ps

> Ep (bfsbps — digdps) (5.4.7¢)
pPs
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Un état contenant un nombre np, de particules crées par dLS aura ainsi une
énergie —npsE), et le spectre d’énergie n’est pas borné vers les basses énergies !
Ceci est physiquement inacceptable car aucune stabilité n’est possible, si bien
que 'hypothese des relations de commutation doit étre rejetée.

b- Pourquoi peut-on utiliser des relations d’anticommutation?

Nous allons maintenant supposer que les opérateurs de type b et d satisfont
des relations d’anticommutation qui sont :

{bps; bhy} = {dps, dl o} = Oppr oo (5.4.8q)
{bps, bprar } = {bhe, bl } = {dps, dprw } = {db,,d, 1 =0 (5.4.8b)
{bps, dprsr } = {5 dl, 0} = {bps,dl, o} = {b)s,dprsr} =0 (5.4.8b)

Nous allons montrer par leurs conséquences que ces relations conduisent effec-
tivement a une théorie parfaitement acceptable.

Comme précédemment, on soustrait 1’énergie du vide définie par |0 > = 0 et
d|0 > = 0. On obtient de nouveau (5.4.7a) mais le terme constant (facteur 1) est
remplacé non pas par le commutateur (equ 5.4.7b) mais par ’anticommutateur
de d et df. Il vient ainsi :

H > E, (bfsbps — dpsdf, + 1) (5.4.9q)
pPs

= Y Ep [blibps — dpsdh, + (dpsd, + df,dps)] (5.4.9b)
pPs

> Ep (bfsbps + dfydps) (5.4.9¢)
pPs

On obtient ainsi un spectre défini positif. Cette prescription résout donc le
probleme de la stabilité lié au caractere non borné du spectre.

On peut d’autre part montrer tres facilement que les contraintes liées a la co-
variance de la théorie quantifiée, a savoir

OMap(x) = i [P*,9(z)] (5.4.10a)
Mp(z) =i [P, (z)] (5.4.10b)

sont satisfaites lorsque 1’on utilise les relations d’anticommutation mais ne le
sont pas pour des relations de commutation. Par ailleurs, on verra plus loin que
le principe de Pauli résulte directement de telles relations d’anticommutation.

Pour passer du hamiltonien non physique naif, provenant du développement en
modes propres de (5.4.5a), au hamiltonien physique (5.4.9¢) il suffit d’inverser
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l'ordre des opérateurs d et df et de changer le signe. Ceci sera obtenu automa-
tiquement si, dans I’expression de ’opérateur hamiltonien issu du théoreme de
Noether (éq. 5.4.5a), on convient de placer systématiquement les opérateurs
de création (bf, d') & gauche et les opérateurs de destruction (b, d) & droite
et de changer le signe a chaque fois que ’on effectue une permutation entre
ces opérateurs. De nouveau, cette écriture correspondra a ’ordre normal et un
opérateur A écrit en ordre normal sera noté : A : . Ainsi, 'opérateur hamil-
tonien, une fois écrit selon I'ordre normal, sera :

H = / dr =t [~ Vi, + Bm] o) :
= Y E, bl bps — dpgdf, :
Ps

= Y E, (bbps + dlydps) (5.4.11a)
Ps
De méme, on obtient pour 'opérateur impulsion :
P = / dr 2T (=iV,) e

= ) p :blybps — dpsdp, :
pPs

= Y p (bbps + dl dps) (5.4.11b)
Ps

On montre alors a partir des relations (5.4.8) que les champs satisfont des rela-
tions d’anticommutation a temps égal suivantes :

{$a(r, ), 95(r" )} = 3(r —1') dag (5.4.13q)
{ta(r,t),vs(x’,t)} =0 (5.4.13b)

4-2 Interprétation particulaire : observables, états

Des relations d’anticommutation, il résulte immédiatement que les opéra-
teurs N, = bl ,bps et Ny, = di,,dps ont pour valeur propre, que 'on notera

n‘gs et ny,, 0 ou 1. Par conséquent, 'état du systeme sera completement

déterminé par le nombre de quantum d’excitation (0 ou 1) créés par les opéra-
teurs bf ou df. On notera un tel état |....n;s, ey Mprgrene > Cet état est de facon

évidente état propre des opérateurs hamiltonien et impulsion :

H|..nfoons, o >= Z (ngs Ep + 1 By )|ooonfgeong, g >

psp’s’

(5.4.14a)
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Pl..nb ong . >= Z (nfsp + Ny s Pt e > (5.4.14b)
psp’s’

Ces états satisfont aux relations d’orthogonalisation-fermeture :

+ - +' = —
SN SO SN P S R H 6n;’s,n;’; 5n;r,n;,f (5.4.15a)
ps,qr
Z [T g Npyrgrenes >< B/ S Nprgre] =1 (5.4.15b)

+ -
nie,n =0,1
P ipr gl )

L’espace de Fock des états, sous-tendu par les |....n;s, vy My g1 eee >, SETA obtenu
par application successive des opérateurs bLs et dL, & sur le vide |0 > . Notons

que l'on ne peut avoir deux quanta de méme type avec les mémes nombres
quantiques (p et s) car ceci est interdit par les relations d’anticommutation ;
c’est le principe, bien connu, d’exclusion de Pauli pour les fermions qui provient,
autre fagon de le dire, du caractere antisymétrique des états.

On peut construire quatre états correspondant & un quantum d’impulsion don-
née p. Ces quatre états sont :

blgl0> of_Jo> di o> df_,j0>

D’apres (5.4.14), chacun de ces quatre états posseéde une impulsion p et une
énergie E,. L’interprétation particulaire est donc évidente ; ils correspondent
tous a un état de particule de masse m et d’impulsion p. Pour lever cette
quadruple dégénérescence on va considérer tout d’abord la charge puis le spin.

a- Charge: particules et antiparticules

Nous avons vu au chapitre précédent que le lagrangien de Dirac était invari-
ant sous la transformation :

w N eie@ w
On peut alors, grace au théoréeme de Noether, définir une charge conservée (voir

eq. 4.4.13). Dauns la version quantique on définira un opérateur de charge obtenu
a partir de la quantité classique écrite selon I'ordre normal, soit :

Q=e / dr ot (r,t) ¢(r,t) (5.4.16a)
Un calcul explicite donne tres facilement :

Q=>_ e (blybps — dfydps) (5.4.16b)
Ps

Il apparait ainsi que chaque quantum de type (+) (créé par les b!) porte une
charge ¢ = +e et que chaque quantum de type (—) (créé par les d') porte une
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charge ¢ = —e.

On associe les quanta créés par les bt & la particule (par exemple ’électron)
et les quanta créés par les d' & I’antiparticule (par exemple le positron). Plus
généralement, on passe de la particule a ’antiparticule en changeant le signe de
toutes les charges additives (i.e. les nombres quantiques additifs) associées & des
symétries internes. C’est I'opération de conjugaison de charge déja vue a la fin
du paragraphe précédent. Ceci permet de lever partiellement la dégénérescence
qui n’est plus que de deux.

b- Spin

Nous avons montré au chapitre précédent que l'invariance par translation
conduisait a la conservation de ’énergie-impulsion. On pourrait montrer par un
raisonnement tout & fait similaire que 'invariance sous les rotations ordinaires
conduit a la conservation du moment cinétique. Ce moment cinétique, obtenu
classiquement via le théoreme de Noether, est ensuite élevé au rang d’opérateur
que l'on écrira de nouveau suivant ’ordre normal. Le résultat est

J= / dr: ¢ (r x (=iVy) + S)3: (5.4.17)

ou les trois composantes S (kK = 1,2,3) de S sont des matrices diagonales par

bloc
1 O 0
Sk =<
KT ( 0 o
L’interprétation est assez évidente ; le premier terme est la version de seconde

quantification de 'opérateur de moment cinétique orbital usuel tandis que le
second terme représente le moment cinétique de spin.

Considérons un état d’électron au repos :
Y05 >= )]0 > (5.4.18)

Dans le développement du champ de Dirac, cet opérateur bgs sera associé a la
fonction d’onde de Dirac

avec o, xs = sxs et s = £1 . z est un axe quelconque. L’action de la projection
du moment cinétique le long de la direction z sur ce vecteur d’état s’obtient (en
utilisant le fait que le moment cinétique du vide est nul) & 'aide de quelques
manipulations :

Toltos > = J.bb,J0>=[3.,8f,] 10>
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= /drz/ﬁ(r x (=iVi) +8) . {1, bh,}0 >

1 .
= /drqu (I‘ X —(er) + S)z We_lmtu(m,o,s)m >
_ 1 Z 1 ut(m,0,5)S.u(m,o,s) b0 >
2 S 2%m I) z y U 0s'
1

C’est donc un état propre du moment cinétique avec la valeur propre s/2. L’état
b;f)s|0 > s’obtient en effectuant une transformation de Lorentz A du systeme
de coordonnées de vitesse v = —p/E,. Soit U(A) 'opérateur associé & cette
transformation.

bLs|0 >= U(A)WJOS >

bl,,|0 > représente ainsi un état de particule (électron) avec une impulsion p
et une projection du spin sur I’axe z dans le référentiel de repos égale a s/2.
bLS|O > et bL_S|0 > ont bien un spin au repos opposés ce qui leve la derniere
dégénérescence.

On peut répéter la méme chose pour un état d’antiparticule. Considérons un
état de positron au repos :

|pos > = dj,|0 > (5.4.20)

Dans le développement du champ de Dirac cet opérateur dgs sera associé a la
fonction d’onde de Dirac :

v(m,0,s) = (Qm)l/Q ( 0 )

X—s

On notera que cette fonction d’onde met en jeu le spineur de Pauli x_s (égal a
une phase prés a ex%), et non pas yxs. L’action de J, donne :

JZ|¢08 > = JZ st|0 >= |:J~77 bJ(sz:I |0 >
- /dr(—l){w,das}(r X (~iVy) +S). $]0>

N / dr (—1) W@"’mtv(mvoys) (rx (=iVy) +8)_ ¢ 0>
1

1
= = E — (=1)of " df
5 5 (—1) v"(m,0,s)S.v(m,o,s") dj,|0 >

s'=—s,+s

1
5% |pos > (5.4.21)



112 Les particules et leurs symétries

ou le signe moins est compensé par le fait que o,v(m,0,s) = —sv(m,0,s).
|pos > est donc un état propre du moment cinétique avec la valeur propre s/2.
L’état d;f)s|0 > s’obtient aussi en effectuant une transformation de Lorentz A de
vitesse v = —p/Ej :

dLs“)>::lex”¢Os:>

df,,]0 > représente ainsi un état d’antiparticule (positron) avec une impulsion
p et une projection du spin sur Paxe z dans le référentiel de repos égale & s/2.
dLs|0 > et dL_s|0 > ont bien des spins au repos opposés ce qui leve la derniere
dégénérescence.

4-3 Le propagateur de Feynman

On définit le propagateur de Feynman, qui est une matrice 4 x 4, par :
(Sp)ag(e —2') = —i < O|T (Ya(z), Ps(z')) |0 > (5.4.22)

Comme pour les champs de bosons, ce propagateur apparaitra naturellement en
théorie des perturbations, mais cette fois ci le produit chronologique sera défini
comme :

T (a(@), Y(a') = 0(t — t')pa(@) Ps(a’) — (' — 1) Pp(a’) Ya(x)

Le calcul de cet élément de matrice est sans difficulté ; il suffit d’utiliser le
développement du champ (éq. 5.4.4) et les relations :

> ualp,s)up(p,s) = (p+m)ap

s

>~ valp,8)03(p,5) = (= m)as

s

On arrive a :
Sp(z —2') = (iv"0, + m) Ap(z — z') (5.4.23a)

ou Ap(z—1') est le propagateur bosonique donné par les équations (5.3.26, 27).
On a l’habitude d’exprimer ce propagateur par sa représentation dans l’espace
des impulsions qui est celle utilisée en pratique, soit

d I
Sp(z —2') = /(%])’4 e~ P(@=2) G (p) (5.4.23b)
avec
_ p+m
Sr(p) = e (5.4.23¢)

qui a des poles en p° = +E, Fin.
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4-4 Transformations des champs et des états de quarks
sous une transformations SU(2) ou SU(3)

Nous avons examiné au niveau classique comment se transformaient les
champs de quarks u, d et s sous une transformation de SU(3) dans la derniére
section du chapitre 4. Nous allons maintenant noter ces champs sous la forme :

1(z) = ulx), ya(r) =d(z), ys(r) = s(x)

Dans le développement de ces champs en opérateurs de création et d’annihilation
nous omettrons les indices d’espace-temps (impulsion et spin) qui n’intervien-
nent pas ici (ils sont invariants sous les transformations internes considérées) ;
sous forme schématique on écrira :

Yai~ biug + d;r Vg (5424(1)

P~ oYl 4 d (5.4.24b)

Les états de quarks (u, d, s) et d’antiquarks (@, d, 5) seront notés :
le; >=0bi[0>, |& >=d![0> (5.4.25)

L’opérateur de transformation U est obtenu par exponentiation des générateurs
F, (a=1,...,8) issus du théoreme de Noether (éq. 4.4.23) qui une fois quantifiés
satisfont l'algebre de Lie (5.2.17). Les champs se transforment suivant (éq.
5.2.12) :

*

o~ 0aFa ¢Mewapa _ (eieaxa/z)“ Yo = Va; (efieaxa/z) (5.4.26a)

Ji

—i0aFa i0aFa _ (pi0ara/2)" _ TR W

emtele yl ettele = (e’ /Z)ij ol =l (e i /Z)ﬁ (5.4.26b)
ou les deuxiemes égalités proviennent de ’hermiticité des matrices A\. L’état
de vide |0 > étant invariant, la loi de transformation des états de quarks et
d’antiquarks s’obtient en faisant agir les équations opératorielles (5.4.26) sur le
vide. On obtient ainsi :

eiiG“F“|ei >=le; > (eiwa/\a/z) iy (5.4.27a)
ji

. . - *
e Walele; > =e; > (e—“’a*a“) ) (5.4.27b)
ji
Les états de quarks se transforment comme la représentation fondamentale de
SU(3) et les états d’antiquarks se transforment comme sa représentation con-
juguée. Nous reviendrons sur ce point au chapitre 8.
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Pour obtenir le cas de SU(2) (isospin) il suffit de se restreindre & un espace
a deux quarks (le; >= |u >,|ez >= |d >) et de remplacer les matrices de
Gell-Mann A par les matrices de Pauli 7 avec F,(a = 1,2, 3) notées I, :

emWelele; > =le; > (e_w”"/z) B (5.4.27a)
ji
. . - *
e elefe; >= oy > (7 0em/?) (5.4.27b)
ji
Si on note |e; >=[3,% >, |ex >=|%,—1% >, il apparait que les états de quarks
se transforment avec les matrices rotation usuelles déja utilisées au chapitre 2,
a savoir :

—i0,1, _ ' 1/2
e’ |§,m>—|§,m >D,

Les matrices de Pauli possédent la propriété er;e~! = —7 ot la matrice € est

e-ir-(o 1)
=iy =
-1 0

Comme le lecteur le vérifiera, il en résulte que le doublet d’état (|d >, —|a >)
(noter le signe moins !) se transforme comme le doublet (ju >, |d >) c’est-a-dire
comme un isodoublet. On dit que la représentation fondamentale de SU(2) et
sa représentation conjuguée sont équivalentes. Cette propriété n’est pas vérifiée
par la représentation fondamentale de SU(3).

EXERCICES

[1]- Etablir explicitement les relations de commutation de l’algebre de Lie
(5.2.16) compte tenu des relations d’(anti)commutation (5.2.15).

[2]- Etablir les expressions (5.3.11) des opérateurs hamiltonien et impulsion du
champ de Klein-Gordon et 1’expression correspondante (5.4.6) dans le cas
du champ de Dirac. Etablir de méme les expressions (5.3.22) et (5.4.16b)
pour les charges.

[3]- On considére le commutateur

Az —y) = =i [®(x), 2(y)]
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ou ® est un champ scalaire réel libre et z = (x0,x) et y = (yo,y) sont
deux points d’espace-temps.

suivantes :

— dk —ik(z—y) ik(z—y
Alx —y) = Z/(27T)32wk (e e )

Alx —y) =—i / (;7:;36(1:2 —m?) (ko) e~ k@)

avec E(ko) = O(ko) — 0(—k0)

a- Montrer que A(z — y) est un nombre donné par les deux formes successives

ko:u}k

b- En tenant compte du fait que le quadrivecteur k est du genre temps (k2 > 0),
montrer que €(ko) (et par suite A(z — y)) est invariant de Lorentz.

c- Montrer que pour deux points séparés par un intervalle du genre espace
((z —y)? < 0), A(z — y) est nul ; pour montrer ceci on peut se placer

dans un référentiel ot xg = yo. Commenter ce résultat connu comme la
condition de causalité microscopique.

[4]- Etablir la forme (5.4.23a) du propagateur de Feynman du champ de Dirac.
Montrer également qu’il peut se décomposer comme Sp = Sl(;) + Sif) ou
ng) est le propagateur des états a énergie positive et S (=) est le propa-
gateur des états & énergie négative, avec (E, = \/p? + m?) :

s (p) = L B’ —pT+m

E 2E, po—E,+in

sy = L B’ +pT—m
r 2Ep po+ Ep —in

[5]- On considere un champ vectoriel réel libre V# (1 = 0,1,2,3) de masse M
non nulle. Le lagrangien est :

I 1
L= §MZV”V,L = 1G" G

avec

GH = ghVY — PV
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a- Ecrire I’équation d”Euler-Lagrange satisfaite par V#. En déduire que le
champ V*# est conservé c’est-a-dire 9,V* = 0. Montrer alors que chaque
composante V*# satisfait & une équation de Klein-Gordon libre.

b- Donner les moments conjugués, notés R,,, des champs V#. Pourquoi le terme
de masse dans le lagrangien a-t-il ce signe 7 Soit R le vecteur de l’espace
ordinaire de composantes R; (i = 1,2,3). Exprimer la composante de
temps VY en fonction de la divergence de R.

¢- Donner I'expression du hamiltonien en fonction de V* (i = 1,2,3), R; (j =
1,2,3) et de leurs dérivés spatiales. On pourra, pour simplifier si besoin
I’écriture, introduire le vecteur V de composantes V* et le vecteur R.

d- En se placant en notations discrétes (systéme dans une grande boite de
volume V'), on décompose la partie d’espace V du champ sur une base
d’ondes planes, suivant :

1 =4 (k.r—Qp * —i(k.r—Q
V(I‘at) = Z W €k, <Ak,)\€ (k.r—Qpt) + Ak,)\e (k th)>
kA

avec Q, = (k* + M?)'/2. Pour chaque valeur de k, l'indice A peut pren-
dre trois valeurs A = 1,2, 3 et les propriétés des trois vecteurs €xy, dont
les composantes seront toujours réelles, seront précisées ulterieurement
lors de la quantification; les coefficients Ay seront alors élevés au niveau
d’opérateurs et leurs propriétés seront également précisées a ce moment.

- Montrer que la composante de temps V° peut se développer comme :

1 k.ékx (Kor— . ik
VO(r,t) = Z EOGRER (Ak7,\ piller—Qut) | Ak)\€ i(k. th)>
kX

- Donner la développement du vecteur R ; on introduira le vecteur :

k.gk)\

Tea = €kx — k SV
3

Pour quantifier le champ, on impose les conditions suivantes :

()- Axx est élevé au rang d’opérateurs et Ay, devient I'opérateur hermitique

conjugué ALA. Ces opérateurs satisfont les relations de commutation
canoniques des bosons ; les seuls commutateurs non nuls sont ainsi :

[Akx ALW] = O,k O\
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(ii)- Les vecteurs polarisation satisfont la propriété :

o ki
Z 6{9\ 6{0\ = 61'1 + M2
A

e- Que vaut la quantité ), efd\ nf;x Evaluer les commutateurs a temps égal :

[Vz (I‘, t): Rj (rl7 t)]

f- L’opérateur ALA crée, en agissant sur le vide |0 >, un état de parti-
cule noté |k, A > d’impulsion k et d’énergie Q; que faudrait-il faire pour
vérifier la validité de cette interprétation particulaire 7 Montrer que I'on
peut faire pour les trois vecteurs polarisation €k le choix suivant : pour
A = 1,2 on prend deux vecteurs unitaires 6‘1{172 orthogonaux entre eux

dans le plan perpendiculaire & k et pour A = 3 on prend éx3 = (/M) k.

g- On définit a partir des vecteurs polarisation précédents, trois quadri-vecteurs
polarisation par :

61‘i1,2 = (0, E'1{1,2): fﬁg = (k/M, (/M) lA{)

-Montrer que les quatre composantes V# peuvent s’exprimer directement a
I’aide de ces quadri-vecteurs polarisation. Soit k* le quadri-vecteur impulsion-
énergie : k" = (Q,k). Que valent les quantités k, e{;)\; aurait-on pu
prévoir ce résultat ?

h- On définit le propagateur de Feynman libre par :
D (w,3") = —i < 0|T (V¥ (), V" (2")[|0 >
En utilisant la propriété, que I’on pourra démontrer a titre facultatif

y ,  kMEY
Zelli)\ek)\:_ <gp - M?2 ) y
A

montrer que ce propagateur peut se mettre sous la forme :

DI (2,a') = ~(g + T130"0") Ap(x — )

ol Ap(z—2') est le propagateur de Feynman d’un champ scalaire libre de masse
M. En déduire la forme de ce propagateur dans ’espace des impulsions.



