Chapitre 4

THEORIE DES CHAMPS
ET SYMETRIES

1- INTRODUCTION

Nous avons déja évoqué dans les chapitres précédents le lien existant en-
tre les lois de conservation et les symétries fondamentales de la nature. Ainsi,
Iinvariance des lois de la physique dans une translation de l'origine du temps
et des coordonnées entraine la conservation de 1’énergie et de 'impulsion. De
méme, I'invariance par rotation associée a l’isotropie de ’espace entraine la con-
servation du moment cinétique total. De facon plus générale, toute théorie de
particules devra satisfaire le principe de relativité stipulant que les lois de la na-
ture sont les mémes dans tout référentiel galiléen ; c’est 'invariance de Lorentz
discutée au chapitre 3. En outre, les particules élémentaires sont caractérisées
par certains nombres quantiques (charge électrique, isospin, étrangeté...) con-
servés dans toutes ou certaines interactions. De telles lois de conservation sont
associées a des symétries non pas reliées a ’espace-temps mais a ’état interne
des particules et a la nature de leurs interactions.

Le cadre théorique fondamental décrivant le monde des particules élémentaires
est la théorie des champs. A chaque type de particules on peut associer un
champ qui sera quantifié. Par exemple, la lumiere est décrite classiquement par
les champs de Maxwell qui, une fois quantifiés, feront apparaitre la “particule de
lumiere” c’est-a-dire le photon. Les symétries jouent un role prépondérant dans
la construction des théories de champs susceptibles de décrire les particules et
leurs interactions. Ainsi, on peut souvent pratiquement deviner la forme que
doit avoir le hamiltonien (ou plutot le lagrangien, voir ci-dessous) une fois que
I’on s’est donné ses symétries. Nous reviendrons en détail sur cela mais il importe
tout d’abord de comprendre comment, historiquement, la théorie quantique des
champs a peu a peu émergé comme étant le formalisme adapté a la description
de phénomenes a la fois quantiques et relativistes.

Lorsque dans les années trente, on a tenté pour la premiere fois de construire
une théorie qui soit a la fois quantique et relativiste, on a tout d’abord imité le
traitement non relativiste et construit une équation d’onde & partir d’un principe
de correspondance. Rappelons en quelques mots cette démarche.
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En mécanique classique, on associe a chaque coordonnée ou degré de liberté
¢(t) un moment conjugué p(t). Le processus de quantification consiste a élever
les variables ¢ et p au rang d’opérateurs ¢ et p. Ces opérateurs agissent alors
dans un espace de Hilbert d’états et obéissent & des relations de commutation
du type (on fera dans ce qui suit h =c=1) :

[q,p] =i

La fonction de Hamilton classique H(g,p) devient un opérateur hamiltonien

H(g,p). L’évolution dans le temps d’un état |[¢)(t) > est régie par 1’équation
d’évolution de Schrodinger :

L )
H(G,5) [9(t) >= i [0 (t) >
Dans le cas d’une particule non relativiste de masse m se mouvant dans un po-
tentiel V (r) équation de Schrodinger devient en représentation r une équation
d’onde pour 'amplitude de probabilité de présence ou fonction d’onde ¥ (r,t) :

(~o2+ V) wlevt) = i2r0(e.t)

On essaya alors de faire la méme chose pour une particule relativiste. Pour une
particule libre de masse m le principe de correspondance appliqué a I’équation
E? = p? + m? conduit immédiatement & I’équation de Klein-Gordon satisfaite
par la fonction d’onde ®(r,t) :
2 2 0
(=VZ+m?) ®(r,t) = —w@(r,t)

En introduisant le quadri-vecteur espace temps x = (t,r), celle-ci peut se mettre
sous forme explicitement covariante :

(0"0, + m®) ®(z) =0 (4.1.1)

Cette équation est en fait utilisée pour décrire des particules de spin zéro ; pour
une telle particule, ®(x) est alors un scalaire de Lorentz. Pour une particule de
spin 1/2, ce méme principe de correspondance permet d’établir une équation
d’onde plus simple dans le sens ou elle est linéaire dans les dérivées ; c’est
I’équation de Dirac déja déduite (de fagon rigoureuse) au chapitre précédent de
Pétude des représentations du groupe de Poincaré. La fonction d’onde (r,t)
est alors un vecteur colonne & quatre composantes satisfaisant a :

(iv"0, —m) Y(x) =0 (4.1.2)

oules v# (u =0,1,2,3) sont quatre matrices 4 x 4. On notera que 1’équation de
Dirac “contient” bien str I’équation de Klein-Gordon dans le sens ou chacune
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des quatre composantes de ©(z) la satisfait car l'algebre des matrices v est
construite pour qu’il en soit bien ainsi.

Ces équations, et en particulier I’équation de Dirac, connurent un grand nombre
de succes mais on se heurta tout de suite & d’importantes difficultés et en premier
lieu ’existence de solutions a énergie négative. En effet si 'on cherche une
solution du type :

(1)7,(/} ~ efi(Etfp.r)

on voit immédiatement, ceci est particulierement évident dans le cas de 1’équa-
tion de Klein-Gordon, que les valeurs possibles de ’énergie sont E = +(p? +
m?)'/2. On résolut au moins provisoirement ce probleme gréice 3 la théorie des
trous (Dirac 1930). Dans cette théorie tous les états a énergie négative sont
occupés dans I’état fondamental; on parle de mer de Dirac par analogie avec la
mer de Fermi dans les solides et les noyaux. Seuls sont observables les états a
energie positive (particules) et les trous dans la mer de Dirac sont associés a la
présence d’une antiparticule qui, elle, a bien une énergie positive. Il convient
cependant de noter que ceci était basé sur le principe de Pauli et ne pouvait
certainement pas convenir pour I’équation de Klein-Gordon décrivant les bosons.

Il y avait en outre des difficultés et des contradictions dans l’interprétation
probabiliste de la fonction d’onde des que 1’énergie mise en jeu était supérieure
3 2mc? car le processus de création de particules devient possible, alors que ces
équations étaient supposées décrire I’onde associée a une particule. Il était donc
illusoire de vouloir construire une théorie quantique et relativiste basée sur une
équation d’onde a une particule. On en est ainsi venu a la théorie quantique
des champs.

Dans une théorie & une particule, on a une fonction d’onde ®4(r,t) , éventuelle-
ment a plusieurs composantes étiquetées par 'indice s, qui satisfait une équation
d’onde (Klein-Gordon, Dirac) de méme que le champ électromagnétique clas-
sique satisfait aux équations de Maxwell. En ce sens (mais bien sir pas dans tous
les sens) on peut dire que ces équations sont classiques. En outre, nous avons dit
que l'interprétation probabiliste de I’équation de Dirac posait de gros problemes
venant essentiellement du fait que la conservation du nombre de particules était
en contradiction avec la relativité. Il est ainsi apparu qu’une véritable théorie
quantique et relativiste devait permettre la création et ’annihilation de parti-
cules. Ceci impose, comme on le verra dans le chapitre suivant, de quantifier
les “amplitudes de champ” ®,(r,t) et on introduit le formalisme dit de seconde
quantification. Nous allons construire la théorie quantique des champs a par-
tir de la théorie classique des champs de la méme facon que l'on a construit
la mécanique quantique ordinaire & partir de la mécanique classique des par-
ticules. En théorie des champs, chaque amplitude de champ ®,(r,t) prise au
point r constitue un degré de liberté élémentaire (le nombre de degrés de liberté
devient bien sir infini). On établit ’équation satisfaite par les champs grace
a un formalisme lagrangien et on définit la variable conjuguée II,(r,¢) ainsi
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que la fonction de Hamilton H(®,,II,.). Le processus de quantification consiste
alors a élever au rang d’opérateur les amplitudes de champs et leurs moments
conjugués.

Dans ce chapitre nous nous limiterons a l’aspect classique de la construction
d’une théorie lagrangienne de champs et montrerons comment les symétries
d’espace-temps et les symétries internes peuvent y étre incorporées. Le chapitre
suivant sera consacré a la quantification de ces champs ; on y montrera également
comment ces mémes symétries se manifestent au niveau quantique.

2- FORMULATION LAGRANGIENNE D’UNE THEORIE
DE CHAMP

2-1 Fonction de Lagrange et équation du mouvement
en mécanique classique

En mécanique classique le systéme est défini par un ensemble de variables
ou coordonnées généralisées :

q(t) ={q1(t), q2(t), oeoes @r(t), ooy q (1) }

On introduit la fonction de Lagrange :

L (q(t),4(t))

Le probleme de la mécanique classique est de trouver la trajectoire effectivement
suivie par un systéme de particules qui partirait des positions g; & ’instant initial
t; et arriverait en gy a 'instant ¢¢. On définit ’action :

s= (" at L), d)

t;

Le principe de moindre action stipule que, parmi toutes les trajectoires partant
de g; a l'instant ¢; et arrivant & gy a 'instant ¢f, la trajectoire effectivement
suivie est celle pour laquelle I'intégrale d’action est extrémale. Un calcul tres
simple que nous répéterons dans le cas des théories de champ conduit alors a
I’équation d’Euler-Lagrange qui est ’équation du mouvement :

0L d (0L
- (5) -0 (42.1)

Par exemple, pour une particule non relativiste de masse m se mouvant dans un
potentiel V (r), la fonction de Lagrange est L = mv?/2 — V(r) et on vérifie
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immédiatement que ’équation d’Euler-Lagrange redonne bien l’équation du
mouvement habituelle & savoir mv = —V,.V.

2-2 Lagrangien d’un systéme de champs
et équation d’Euler-Lagrange classique

a- Lagrangien d’un systéme de champs

En théorie des champs, les coordonnées g, (t) sont remplacées par un nombre
infini de degrés de liberté qui sont constitués par les amplitudes de champs aux
différents points r ; si on a plusieurs type de champs on les étiquette par un
indice s. Ces degrés de liberté sont donc :

Dy (r,t) = ,(x)

On construit alors un objet qui jouera le role de fonction de Lagrange. Plus
exactement, comme a chaque point r correspond un degré de liberté, la fonc-
tion de Lagrange L(t) est définie a partir d’une densité de lagrangien ou plus
simplement d’un lagrangien L£(x) suivant :

L(t) = /dr L(r,t)

Le lagrangien sera alors une fonction des degrés de liberté élémentaires ®4(x)
et de ses dérivées non seulement temporelles mais aussi spatiales de facon a ce
que espace et temps jouent un role similaire comme il se doit en relativité :

L(r,t) = L (Dy(x),0,%,(x))

Les théories qui ne font intervenir que les champs et leurs dérivées premieres
sont dites locales et seront les seules considérées ici.

b- Equation d’Fuler-Lagrange

Pour établir I’équation d’Euler-Lagrange, c’est-a-dire “I’équation du mouve-
ment des champs 7, on part de 'intégrale d’action définie comme
ty

S= [ dtL(t)

t;
soit encore

— 41; €T i
5_/Xd L (®y(x),0,8,())

ou 'hypervolume d’intégration X est limité par une hypersurface X constituée
par les deux surfaces t = t; = Cte et t = t; = Cte et une sphere de rayon infini
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de l’espace ordinaire. En d’autres termes nous nous intéressons a 1I’évolution des
champs @, pris en n’importe quel point de ’espace ordinaire entre les instants
t; et ty ou ces champs ont une valeur fixée.

La “trajectoire” effectivement suivie par les amplitudes de champs est, d’apres le
principe de moindre action, celle qui rend ’action extrémale. Pour la déterminer
nous envisageons une petite variation autour de cette trajectoire soit

D(x) = Ps(x) + 0Ps(x)

avec la condition que d®, s’annule sur la surface ¥ (P, est fixé par hypothese
aux temps initial ¢; et final ¢ et on suppose qu’il s’annule & I'infini dans I’espace
ordinaire). On évalue alors la variation de ’action sous la transformation ci-
dessus :

oL oL
_ 4 _ 4 0L o
55—/Xd z 0L (®s(x),0,Ps(x)) = /X d*z {6@35(1)5 + a(amps)é(a @s)]

Remarquant que §(0*®;) = 0#(0®P;) et intégrant par parties, on obtient :

oL oL oL
= 4 — 0" - (I)S H (I)s
o5 /X‘“" [6% 0 (awws))]‘s o <a(aﬂ¢>s>‘5 )

oL oL oL
: — )| 50, I T, Y
/X‘“" [6% 0 (awws))]‘s +/2d 3ondy) e =0

D’apres les conditions aux limites (6®s = 0 sur X) l'intégrale de surface est
nulle. §S devant étre nulle pour n’importe quelle petite variation d®, il en

résulte que :
oL oL
Ot =) = 4.2.2
5.~ % (sag) = 422

C’est ’équation d’Euler-Lagrange. Nous allons illustrer cette équation dans le
cas des champs usuels a savoir les champs scalaires (spin 0), les champs spinoriels
ou champs de Dirac (spin 1/2) et les champs vectoriels de masse nulle (spin 1).

2-3 Quelques exemples de lagrangien

Les différents champs se distingueront par leur comportement dans une
transformation de Lorentz. On considerera des transformations du repere R
au repére R’ ou les coordonnées d’espace temps se transforment selon :

R =R

o' =A*, ¥
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a- Champ scalaire libre

Dans une transformation de Lorentz le champ associé & une particule de spin
zéro se comporte comme un scalaire de Lorentz :

b(z) —» 9'(z') = ®(2)
Ce champ obéit a I’ équation de Klein-Gordon :

(00, + m*)®(z) =0 (4.2.3)
Celle-ci se déduit, grace a ’équation d’Euler-Lagrange, du lagrangien :

L m2e2 (4.2.4)

1
— Z91PH b —
L 28 Ou 5

b- Champ de Dirac libre

Nous considérons des particules de spin 1/2 telles que ’électron. Sous une
transformation de Lorentz A, le champ de Dirac se transforme suivant :

() = ' (a') = S(A) ¥() (4.2.5a)

ot S(A) est une matrice 4 x4, dont la forme explicite est donnée dans ’appendice
A, vérifiant :
STHA) ¥ S(A) = A* 4" (4.2.5b)

L’équation du champ est ’équation de Dirac

(iv"0, —m)P(x) =0 (4.2.6)
qui peut se déduire du lagrangien
L = ipy"0,h — mapy (4.2.7a)

comme on peut s’en assurer en appliquant ’équation d’Euler-Lagrange au champ
¢ ou au champ ¢ = 1)tyy. Il est, dans certains cas, souhaitable de réécrire le
lagrangien sous une forme plus symétrique en termes des deux variables dy-
namiques indépendantes ) et

L= L0, — 0,07 —m by (4.2.7)

qui redonne la méme équation du mouvement (4.2.6).
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c- Champ électromagnétique en présence de sources extérieures

Les équations satisfaites par les champs électrique E et magnétique B en
présence du quadri-vecteur courant j* = (p,j) sont les équations de Maxwell :

VeE=p (4.2.8a)
OE

rXB=] — 4.2.

Ve X j+ 5 (4.2.8b)
0B

fXE=—— 4.2.
Ve X T (4.2.8¢)
Ve,B=0 (4.2.8d)

On sait que lon peut introduire un quadri-vecteur potentiel A* = (®, A) tel

que :

0A

B=V,xA (4.2.9b)

De ce fait, les équations (4.2.8¢c) et (4.2.8d) sont automatiquement satisfaites.
Le quadri-vecteur A* n’est pas unique et peut subir une transformation de jauge

Al AR 4 i f

sans altérer E, B et par suite les équations du mouvement. Cette non unicité de
A* rend tres délicate sa quantification mais nous laisserons ce probleme de coté.
On introduit alors le tenseur de champ F*¥ qui, lui, est invariant de jauge :

FM = grAY — Q¥ AF (4.2.10)

Les composantes E; et B; (i = 1,2,3) des champs électriques et magnétiques
peuvent étre obtenues & partir des six composantes indépendantes de ce tenseur
antisymétrique & savoir :
E;=F"=—-F" =Fy; = —Fy
1 ii
By = —geijn I !

On vérifie alors facilement que les équations de Maxwell dépendant des sources
(4.2.8a) et (4.2.8b) se mettent sous une forme explicitement covariante

9, FH = j" (4.2.11)

ou j* = (p,Jj) est le quadri-vecteur courant électrique. Nous laisserons au lecteur
le soin de montrer que ces équations de Maxwell peuvent étre obtenues a partir

du lagrangien :
1
L= _ZF’“'FW — juAr (4.2.12)
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Dans le cas de I’électrodynamique d’une particule de charge e telle que Iélectron
le courant est j* = eyy*1p. On obtient le lagrangien de I’électrodynamique en
rajoutant le lagrangien fermionique libre soit :

- — 1 _
Loep = Wy 0up — mypp — ZF,WF“” — epy*p A, (4.2.13)
Remarque : dans ce chapitre, tout comme dans les chapitres 5 et 9, on désigne
par e la charge négative de 1’électron. Par contre dans le chapitre 11, consacré

a l'interaction électrofaible e sera comptée positivement si bien que la charge de
I’électron sera notée g = —e.

3- SYMETRIES ET LOIS DE CONSERVATION
EN THEORIE CLASSIQUE DES CHAMPS

3-1 Enoncé du théoréme de Noether

Le théoréme de Noether stipule que a toute transformation continue (c’est-
a-dire dépendant d’un paramétre continu) des champs @ laissant le lagrangien
invariant, on peut associer une quantité conservée.

Nous allons illustrer ce théoreme sur deux types de symétries :

- les symétries d’espace temps telles que les translations,

- les symétries internes.

Faisons tout d’abord une remarque formelle tout a fait générale. Lorsque 1'on
modifie les amplitudes de champs par une transformation infinitésimale

Py(z) = Pl(z) = Ps(x) + 0Ps(2)

le lagrangien est modifié selon

oL oL
= _— _— H
5L 53.9% * graugy 00" 2
oL oL oL
— _ Ak wf -
a [B‘PS 0 (5(3”‘1>s)>] 0% 0 <3(3”‘1>s)6@8>

ou on a utilisé le fait que 0(0*®5) = 0*(dP5). Le premier terme de ’équation
précédente est nul car le champ satisfait ’équation d’Euler-Lagrange (éq. 4.2.2).
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On trouve alors que la modification du lagrangien provenant de la modification
des fonctions de champ est :

5L = o (%ms) (4.3.1)

3-2 Invariance par translation et conservation de 1’énergie-impulsion

Partons du lagrangien au point M de coordonnées x dans un certain référen-
tiel R et considérons ce lagrangien au point M’ de coordonnées ' = = + € dans
ce méme référentiel R. La variation infinitésimale correspondante du lagrangien
sera :

5L = L(x') — L(z) = 0, L (4.3.2)

Définissons alors un nouveau champ @’ (x) par :

(PI

(z) = @4(2")

Dire que le lagrangien £ possede la propriété d’invariance par translation signifie
qu’il ne dépend pas explicitement des coordonnées. La variation précédente
du lagrangien provient donc uniquement de la modification des amplitudes de
champ ®4(z) — ®.(z). Elle pourra par suite se réécrire en utilisant la relation
(4.3.1)

5L = £(8)(2), 0,,(2)) — £ (By(2), 0,8, (x)) = 0" (%5@) (43.3)

avec
0®s(x) = L(z) — Bs(z) = Bs(a') — Ps(z) = 0, Ps(x) €”

En identifiant les deux formes (4.3.2) et (4.3.3) de la variation du lagrangien on

obtient :

oL
w_gu_ 9%~ v
OuLel =0 (8(8%)6”@3)6

Ceci conduit au résultat fondamental
0, IT*" =0 (4.3.4a)
ou T est le tenseur d’énergie-impulsion défini par :

oL
uy _ v _ nv
T 5,5, ®, — Lg (4.3.4b)

On peut intégrer ’équation (4.3.4a) dans tout ’espace ce qui conduit a
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0= / dr 0,T" = / dr 0,T% + / dr 0;T"

d )
- TOV ; TZI/
7 {/ dr ] + /SdS

ou dS; (i =1,2,3) représente les composantes du vecteur surface d’une sphere
S de rayon infini. L’intégrale de surface est nulle car les champs sont supposés
s’annuler suffisamment vite a 'infini ; on en déduit alors que le quadri-vecteur
PV

pPY = / dr T% (4.3.5a)
est indépendant du temps soit :
dP¥
=0 4.3.5b
7 ( )

Sa composante temporelle se confond avec le hamiltonien du systéme
P'=H = / dr [Hs(r,t)(fs(r,t) — L(r,1) (4.3.6)

et ses composantes d’espace sont identifiées avec 'impulsion du systeme

P—-_ / dr T, (r, ) Ve, (r, 1) (4.3.6b)

ou or
II, = — 4.3.7
0 =25 (437

est le moment conjugué de 'amplitude de champ ®,(z). Nous allons maintenant
prendre quelques exemples.
a- Champ scalaire libre

Le lagrangien est donné par 1’équation (4.2.4) et le moment conjugué (éq.
4.3.7) est : )
I=5 (4.3.8)

Le hamiltonien et 'impulsion s’écrivent d’apres (4.3.6) :

1, .
H= / dr = [8 + (Ve®)? + m?e? (4.3.90)

P= —/ dr ¥V, ® (4.3.90)
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b- Champ de Dirac libre

Le lagrangien est donné par ’équation (4.2.7) et le moment conjugué (éq.
4.3.7) du champ 1) est :

II = it (4.3.10)

Le hamiltonien et 'impulsion se mettent sous la forme :
H = / dr @ZJT [—iakvk + ﬂm] P (4.3.11a)
P= / dr Pt (=iV,)ep (4.3.11b)

oil 'on a introduit les matrices 3 = +° et a = %% (k=1,2,3).

c-Champ électromagnétique libre

Le lagrangien du champ est :

1 1 .
L= —ZF,“,F'“’ = §(E2 - B?) (4.3.12)
On peut noter que A° n’a pas de variable conjuguée (ce n’est donc pas un degré
de liberté dynamique) car :

oL
ly===—<=0
07 H(8vAv)
Par contre, les variables conjuguées des variables d’espace sont :
oL
IT; = — = —Fy; = —E; 4.3.1
i 6(8014’) 07 i ( 3 3)

On en déduit tres facilement que le hamiltonien du champ peut se mettre sous
la forme :

H:/dr %(E2+B2) + /dr E.V,A°

Le deuxieme terme est nul comme on peut s’en assurer en intégrant par partie
et en utilisant le fait que V.E = 0. Le hamiltonien a donc la forme bien connue :

1, . .
H= / dr §(EZ + B?) (4.3.14q)
Un calcul similaire conduit & ’expression de "impulsion du champ :

P= / dr ExB (4.3.14b)
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4- SYMETRIES INTERNES

4-1 Courants et charges

Certains champs décrivent une famille de particules “semblables”; on va les
considérer comme différentes composantes d’un méme champ. On peut alors
définir des transformations qui n’affectent que les composantes des amplitudes
de champ et non les coordonnées. Ces transformations continues concernent
seulement ’état interne du champ. Si les interactions ne différencient pas les
particules de la famille, le lagrangien sera invariant sous un tel groupe de trans-
formation et on parlera de symétries internes. On ne consideérera pour 'instant
que des transformations ou les champs sont transformés de la méme fagon en
tout point de l'espace-temps. On les appelle symétrie de jauge globale ou de
premiere espece.

Remarque : En pratique, on les appelle simplement symétrie globale et on réserve
en général le nom de symétrie de jauge aux symétries de jauge de deuxieme
espece ou la transformation des champs dépend du point d’espace-temps con-
sidéré.

Soit un lagrangien ou les N champs (®;...®;...® ) se transforment suivant une
certaine représentation d’un certain groupe de symétrie. Soit (®)(x) le vecteur
colonne de composantes ®1(z)...®,(z)...®(x). 1l se transforme sous 'action de
la matrice carrée V de dimension N :

(®)(z) - (B')(z) =V (8)(z) 4.4.1a)

D, (z) = D(z) = Vs B5(2) (4.4.1b)

ou la sommation sur les indices répétés est, selon un usage fréquent, sous-
entendue. Dans la suite on ne considerera que des groupes de Lie unitaire,
soit V1V = 1. Une telle transformation, qui dépend de p paramétres continus
0a, (a=1,...,p), est de la forme :

V = eitaTe (4.4.2)

ol les matrices hermitiques T,, dont la dimension NN est la dimension de la
représentation, satisfont a l’algebre de Lie du groupe :

[Ta: Tb] = Z'CabcTc (443)

Les Cypc sont les constantes de structure du groupe. On dit que ces matrices T,
constituent une représentation de dimension N de l’algebre de Lie du groupe.
Donnons ou rappelons quelques exemples.

- U(1): c’est le groupe le plus simple 7' =1
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- SU(2): la représentation fondamentale de ’algebre de Lie (voir chapitre 2 et
7) est

to = % a=1,2,3 (4.4.4q)
ol les matrices 7, sont les matrices de Pauli usuelles. L’algebre de Lie est
I:%z, %:| = Z'eabc% (444b)

Ce groupe interviendra tout naturellement lorsque ’espace des états quantiques
considérés a deux dimensions.

- SU(3): Ce groupe sera discuté en détail dans le chapitre 7 et il suppose un
espace “fondamental” & trois particules. La représentation fondamentale de
I’algebre de Lie est

a=1,...,8 (4.4.5a)

ou les matrices A\, sont les matrices de Gell-Mann données dans ’appendice B.
Elles satisfont 1’algebre de Lie :

)\a )\b

. )\c
|:7, ?:| =1 fabc? (445b)

Les fab. sont les constantes de structure du groupe SU(3) données également
dans ’appendice B.

Au cours d’une transformation infinitésimale, les champs sont transformés sui-
vant :

B, (1) = B (1) = By () + 80 (Ta) s ®s () (4.4.6)

D’apres la propriété (4.3.1) le lagrangien est modifié selon :

. oc
oL = —Oaaﬂ —ZW(TQ)TS (Ps

= —0a9uj; (@)
Si le lagrangien est invariant, le courant

i (x) = —i% (Ta)rs ®s (4.4.7)

satisfait :
8uj5 = (4.4.8)

On en déduit par suite les charges conservées

Qo = / dr j2(r,t) :/dr [—iIL, (1, t) (To)rs s(r,t)] (4.4.9)
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oull, = 6%— est le moment conjugué du champ.

Remarque : Dans le cas ou £ = Lo + L' avec Ly invariant et £’ non invariant,
le courant (4.4.7) n’est plus conservé et on a

oL’
0%,

Bujl = —ie (Ty)ps @y (4.4.10)

ol on a supposé que L' ne dépend pas des dérivées du champ.

4-2 Quelques exemples

a- Charge électrique

Considérons de nouveau le lagrangien de ’électrodynamique pour un champ
fermionique de charge e :

. ~ L -
Loep = Wy'0,0 — myyp — ZFWF" — eyt A,
Ce lagrangien est de facon évidente invariant sous la transformation U(1) :
= ey (4.4.11a)

ey (4.4.11b)

Le courant conservé (quadri-divergence nulle ) est le courant électrique :

" = epyty (4.4.12)

et la charge conservée est la charge électrique :

Q=e /dr i (r, )i(r, t) (4.4.13)

b- Modéle des quarks : nombre baryonique, saveurs, iSospin

Pour introduire le chapitre 7 consacré aux symétries de saveur SU(2) et
SU(3) nous considérons un lagrangien de quarks en nous limitant aux trois
saveurs les plus 1égeres u, d et s qui ont déja été mentionnées dans le premier
chapitre :

- le quark u de masse m, ~ 5MeV décrit par le spineur de Dirac u(x) ,
- le quark d de masse mg ~ 10MeV décrit par le spineur de Dirac d(z) ,

- le quark s de masse my ~ 150M eV décrit par le spineur de Dirac s(z) .
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Nous allons écrire le lagrangien de ce systeme en omettant le couplage des
quarks aux champs de gluons mentionnés dans le premier chapitre car ils n’affec-
tent pas les considérations de symétrie présentées ci-dessous. Ce qui suit de-
meure ainsi valable dans le cadre de la chromodynamique quantique que nous
étudierons au chapitre 10.

L=iay"0,u + idy"0,d + i59"0,s — myiu — mgdd — ms5s (4.4.14)

(i) Ce lagrangien est manifestement invariant sous les transformations U(1)
u(z) = e u(x), d(z) — e ?d(z), s(z) = e Ps(x)

ce qui conduit aux charges de saveur conservées

U= / dr ufu (4.4.15a)
D= —/ dr d'd (4.4.15b)
S = —/ dr s's (4.4.15¢)

ot les signes moins pour D et S, provenant des phases dans les lois de transfor-
mation, sont purement conventionnels et consacrés par 'usage. Ceci implique
que le nombre baryonique B (qui correspond en fait & une transformation U(1)
ouf, =—-6;=—-0,=10/3)

1
B= §/ dr [ulu+ d'd + s's] (4.4.16)

est conservé (le facteur 1/3 assure un nombre baryonique B = 1 pour les
baryons).

Remarque : Le nombre baryonique B est conservé dans toutes les interactions
(forte, electromagnétique, faible) tandis que les nombres de saveur (U,D,S,...) ne
sont conservés séparément que dans les interactions fortes et électromagnétiques
mais pas dans les interactions faibles.

(ii) Si Pon introduit le vecteur colonne dans l’espace des saveurs de quarks u et
d, considérés comme deux aspects d’'une méme particule :

q(z) = (Zég) (4.4.17)

Le lagrangien (4.4.14) peut se réécrire sous la forme :

L=1iGv"0,q — M ;_ Md qq — M ;md grsq + i57"0, s — msSs (4.4.18)
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Cousidérons la transformation SU(2) dite d’isospin pour laquelle le champ s(z)
est inerte : '
dla) = € g(a)

s(x) — s(x)

On définit alors les trois “charges” d’isospin (i = 1,2,3) :

1
L= /dr q'1iq (4.4.19)

On voit immédiatement que ’isospin est conservé si I’on omet dans le lagrangien
(4.4.18) le terme proportionnel & m, — mg4. Ce terme induit une non conser-
vation de I; et I, mais cette violation de la symétrie d’isospin est tres faible
car la différence de masse entre les quarks d et u, de I'ordre de 5 MeV, est tres
faible par rapport aux échelles hadroniques typiques de ’ordre de 1 GeV. Nous
reviendrons en détail sur cette symétrie presque exacte des interactions fortes
dans le chapitre 7.

(iii) Introduisons maintenant le vecteur colonne dans ’espace des saveurs de
quarks :
u(x)
P(z) = | d(z) (4.4.20)
5(z)

le lagrangien (4.4.14) peut se réécrire comme :

- [ my 0 0
L=1py"0,¢ — 0 mg O P (4.4.21)
0 0 mg

Si l’on introduit en outre les matrices de Gell-Mann (Appendice B)
1 0 0
0 1
)\3:<T3 )7)\8:_ 01 0
00 V3 0 0 -2
ce lagrangien peut également se mettre sous la forme :

m“+md+msqﬁ¢ _ i
3

3 V3

PA3¢) (4.4.22)

L o= iy — (w

2 - ms) 1;)\811]

_ My — Mg
2

Considérons la transformation SU (3) de saveur, que I’on notera SU(3) ¢ (I'indice
F provient du mot anglais “flavour” qui signifie saveur) :

() = N ()
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Ceci permet de définir huit charges F; (i = 1,...,8) (dont les trois premieres se
confondent avec les composantes d’isospin I 5 3) :

1
F =3 / dr T A (4.4.23)

Si les masses des trois quarks étaient égales, la symétrie SU (3) serait exacte et les
F; seraient conservés. En fait, la symétrie SU(3) est violée par le terme en Ag du
lagrangien (4.4.22). Cette violation est gouvernée par la masse du quark étrange
de l'ordre de 150 MeV a comparer de nouveau a une masse hadronique typique
de 1 GeV. La symétrie SU(3) de saveur est donc beaucoup moins bonne que la
symétrie SU(2) d’isospin mais demeure néanmoins extrémement utile pour la
classification des hadrons comme on le verra dans le chapitre 7.

Mentionnons pour terminer que le lagrangien de quarks libres (4.4.14), en l’ab-
sence de terme d’interaction, n’a pas de contenu physique intéressant ; il ne
garantit aucunement la conservation des nombres de saveur dans une diffusion
de particules. Nous verrons au chapitre 10 que la théorie chromodynamique des
interactions fortes préserve 'indépendance de saveur et la conservation de U, D
et S.

EXERCICES

[1]- On considére un champ électromagnétique libre dont le lagrangien est
donné par ’équation (4.2.12) en ’absence du courant j*.

a- Montrer que le tenseur énergie-impulsion “canonique” s’écrit :
1
TW — ZFQBFaﬂ g" — Fregr A,
b- Montrer que le tenseur #*¥ donné par
1% 1 af ny e ni%
" = —F*Fozg"" — FFFY,

4

peut également constituer une définition du tenseur énergie-impulsion.

[2]- On considére maintenant le lagrangien de ’électrodynamique de fermions
de masse m et de charge e (éq. 4.2.13)
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a- Montrer, en utilisant ’équation du mouvement pour ¢ (équation de Dirac)
que le tenseur énergie-impulsion peut s’écrire

!

avec
MW = gyt (i — eA” )i

b- Montrer en utilisant de nouveau ’équation de Dirac que
OuM" = f*

ot f¥ = F"“j, est la densité de force de Lorentz et j, = ey,1) est le
courant électrique.

c- Dans une description particulaire classique le courant électrique conservé est
1
j*(x) = j*(r,1) = ev*(t) =6 (r — R(t))
v

ot R(t) est la trajectoire de la particule de vitesse v(t) = R(t) et v# =

'y(l, v(t)) le quadrivecteur vitesse de la particule a 'instant t. On introduit

le tenseur énergie-impulsion de la particule par :
1

M" (z) = mo*(t)v” (t) ;5(3) (r —R(t)) = v"(t)p” () ;5(3) (r —R())

En utilisant I’équation du mouvement classique relier d, M*" & la densité
de force de Lorentz. Commenter.

[3]- On considére de nouveau le lagrangien de 1’électrodynamique (éq. 4.2.13).
On se place dans la jauge de Coulomb (V;A? = 0).

a- Montrer que le hamiltonien peut s’écrire
L 1 . .
H= / dr [W (ia;V; + Bm)p — eAl Ppyinh + §(E2 +B2)}

b- On décompose le champ électrique en une composante longitudinale E; =

—V,® et une composante transverse E; = —0A/0t. Justifier cette ter-
minologie. Montrer que H peut s’écrire sous la forme H = Hy + Hjnt
avec

Hy = / dr {z/ﬁ (iajVj + pm)p + %(Ef +BQ)}

1
8r|r —r'|

Hip = —e/ dr A7 oyl + /drdr' (1/1“#) (r,t) (@ZJT@ZJ) (r',t)
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[4]- On considére un champ libre vectoriel massif V¥ (z) de masse m. Le
lagrangien est

1 14 1 v

L= §m2V V,, — ZG” GHV
avec GH = grGY — OVGH.

a- Ecrire ’équation d’Euler-Lagrange satisfaite par le champ V,,

b- En déduire que le champ V,, est conservé, c’est-a-dire 9"V, = 0.

c- Commenter le signe du terme de masse par comparaison avec le cas du
champ scalaire.



