Chapitre 7

LES SYMETRIES DE SAVEUR SU(2)
ET SU(3) DES HADRONS

1- LA SYMETRIE de SAVEUR SU(2)r

1-1 Introduction

On a montré dans les chapitres 4 et 5 que le lagrangien de QCD était in-
variant de saveur & l'approximation des masses de quarks égales, et que cette
symétrie se conservait approximativement pour de petites différences de masse.
Les états liés de quarks (mésons et baryons) vont pouvoir étre classés dans
des représentations irréductibles ou multiplets de SU(2) & une trés bonne ap-
proximation (m, ~ mg = 5 — 10MeV) ou de maniere plus qualitative dans
des représentations de SU(3) (ms ~ 150MeV). L’assignation des hadrons a
ces multiplets est largement empirique et se fait en fonction des propriétés ob-
servées, en particulier leurs propriétés spatiales : le moment angulaire et la
parité sont communs & un multiplet et les masses doivent étre voisines. Chaque
hadron pourra étre identifié & un état formé d’un certain nombre de quarks du
point de vue de ses nombres quantiques, et nous avons déja utilisé cette nota-
tion auparavant. Celle-ci est uniquement classificatoire et ne représente pas la
structure réelle du hadron, qui est plus proche de 'image fournie par la figure
7.1.

Figure 7.1 : Quelques contributions a la structure d’un proton.

Les “quarks de valence” qui correspondent a la configuration la plus simple
ayant les mémes nombres quantiques jouent cependant un réle plus important
que la complexité de la figure 7.1 ne le laisserait soupconner : il est possible
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de décrire de maniere approchée un hadron par des quarks “habillés” par les
interactions fortes, les quarks “constituants”. Ceux-ci conservent les nombres
quantiques usuels des quarks, mais ils ont une masse plus élevée (m!, = 300
MeV), et subissent une interaction “effective” moins forte que QCD, leur struc-

ture prenant en compte une partie importante de cette interaction.

1-2 La symétrie U(2)p

a- La base des états u et d

Le lagrangien de QCD (avec m, = mg) est invariant pour des transforma-
tions unitaires & deux dimensions U(2) de 'espace des saveurs (u,d). Dans la
théorie des champs, les opérateurs de ce groupe sont engendrés par les charges
T; (également notées I;) comme on I’a vu au chapitre 5 :

Ti(t) = T;(0) = / dr (e, ) (e, 1)

U = exp{—ia;T;}

Les opérateurs U agissent sur les champs de quarks et les états obtenus par
l'action de ces champs sur le vide. Les états de base sont |e! > et |e? > avec
le! > = |u >et|e? > = |d >. Un état & un quark (non observable, il est
confiné et sa charge n’est pas définie !) s’écrira |¢ > = ¢'le! > + ¢*le? >. On
caractérisera une opération de symétrie u = e~ ™%/2 du groupe SU(2) par sa,
matrice représentative V. Dans une représentation a deux dimensions V = u.
On rappelle que les trois opérateurs 7; sont identiques aux matrices de Pauli
0;, mais agissent dans I’espace des saveurs (ju >, |d >). Les états de base se
transforment alors comme

Uu)le' > = Vjile? > (7.1.1)

On écrira souvent par souci de brieveté |u > = |e! > et |[d > = |e? > si bien
que u désignera tantot un état, tantot une composante sur cet état (et méme,
parfois, une matrice de SU(2)). Les composantes ¢' et ¢> d’un état sur la base
|u >,|d > vont se transformer par la matrice V = u.

U dle> =3 dle> =) dViled > =q7|¢ >

1N ]

q - l]q 7 1 2
A (112)
Remarque : nous n'utilisons pas la convention de sommation des indices d’Eins-
tein, la raison en apparaitra plus loin.



Les symétries de saveur SU(2) et SU(3) 147

Sous l'action d’une opération de symétrie, les champs ¢, et 14 vont étre trans-

formés par 'opérateur U (u) = e 22T En notant V = e~i@ihi/2

Uu)y™U (u)t = Vil

On retrouve la transformation des états en agissant sur le vide.

b- La base des états T et d

Les champs libres définis au chapitre 4 sont associés & une paire particule-
antiparticule, et 'action de 'opération U(u) sur v, et 14 impose la transfor-
mation simultanée des quarks et antiquarks. Les états antiquarks de base sont
|a> =|& >et|d> =|& >, et un état d’antiquark générique sera noté

17> =@ |ei>+q@]e>

Les indices des états d’antiquarks seront en position inférieure, ceux des quarks
en position haute, pour indiquer la différence des lois de transformation.

U@ZJTiU_l — Vjﬂﬁ”
UpiUT! = Vi
Par action sur le vide, on obtient :
Ulu)le; > = Vyle; >
7 = Vidj

Dans le cas particulier de U(2), il se trouve que les représentations conjuguées

[2] et [2] sont équivalentes. En effet

V* = eVe tdet(V) (7.1.3)

=(40)

On a vu au chapitre 5 comment on pouvait alors utiliser la méme transformation
unitaire pour les quarks et les antiquarks en choisissant de nouveaux états de
base | @' >=|&; > &* avec U | @' >=Vj; | o/ >.

ou la matrice € est

1-3 De U(2) a SU(2)

a- Systéemes de quarks et hadrons

Un systeme de quarks va se transformer comme le produit tensoriel des états
a un quark. Dans la base |ej > ®|e} > ®...|e}, > des états, iy peut prendre
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deux valeurs (1 pour u, 2 pour d). La composante T%-i» devient dans une
opération de SU(2)

Mii2.dn — Y. ./ . . Jijzedn
T - ‘/11]1 ‘/;212""/17»%11

Comme on I’a vu précédemment, on utilise les indices inférieurs pour la trans-
formation des composantes sur des états d’antiquarks. C’est ainsi que

T = Ve (Vi) T}

La trace >_, T} est alors un invariant & cause de 'unitarité des matrices V. La
distinction entre les indices hauts et bas est en réalité inessentielle pour U(2), les
matrices V et V* étant équivalentes (relation (7.1.3)), et la combinaison Y, T'%
est également invariante. Au contraire, la différence entre deux représentations
conjuguées s’imposera pour U(3).

b- La conservation du nombre baryonique

On va montrer dans le cadre de la matrice S que l'invariance U(2) entraine
la conservation du nombre baryonique. Dans la transition entre un systéme
hadronique initial |h; > et un systeme final |hy >, les hadrons vont se trans-
former comme des produits tensoriels d’états de quarks et d’antiquarks. La
matrice unitaire V est le produit d’une matrice de SU(2) (dont le déterminant
est égal & 1) par un facteur de phase arbitraire e, comme le montre I’examen
du nombre de parametres :

- U(2) : 4 parametres

- SU(2) : 3 parametres (comme le groupe des rotations O(3) auquel il est
isomorphe).

On va se restreindre, dans une premiere étape, a ’examen des transformations
de phase V = €', et supposer que I'opération de symétrie U commute avec
la matrice S d’une diffusion de hadrons. A tout hadron, on peut associer un
nombre baryonique qui est celui du systeme de quarks ayant les mémes nombres

quantiques :

1
B = g(nq —ng)

ou n, est le nombre de quarks et ng celui d’antiquarks. L’opérateur U agit sur
les états initiaux et finals, et commute avec la matrice S

<hg|S|hi> = <Uhy|USh;> = <Uhy|SU|h; >

<hg|S|hi>= )0 <hy|S|h> Yo



Les symétries de saveur SU(2) et SU(3) 149

Les nombres ny et n; sont les différences entre les nombres de quarks et d’anti-
quarks dans les états initiaux et finals. Il en résulte la conservation de cette
différence :

ng=(ng —ng)f =ni = (ng —ngi = o (7.1.4)
Cette invariance U(1) entraine ainsi la conservation du nombre baryonique.
Nous contraindrons cette phase en imposant aux éléments du groupe un déter-
minant unité. La symétrie de saveur proprement dite sera associée au groupe

SU(2), et le groupe U(1) supplémentaire contenu dans U(2) n’a pas d’autre
conséquence physique que la conservation de B. On le résume en notant :

U@2) =U(1)® SU@2)r (7.1.5)

lindice F' évoquant le mot de saveur (flavour).

¢- La symétrie SU(2)p de saveur

Tableaw 7.1 : Exemples de multiplets d’isospin.

Le Nucléon P N
composition uud ddu
masse 938, 27 939, 56
L’Hypéron ¥ ¥t 0 ¥
uuUS uds dds
1189,4 1192,5 1197,5
Le Pion nt 70 T
ud (ut@ — dd) /2 du
139,6 135,0 139,6
Le Méson D D DO
cd ct
1869, 3 1864, 5
Le Méson de beauté B Bt BY
ud du
5278,6 5278,7
Un triplet nucléaire A = 12 2N e B
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Nous nous limitons maintenant aux transformations SU(2). C’est la sy-
métrie d’isospin. Le tableau 7.I décrit le contenu en quarks (ou nucléons) de
quelques multiplets simples. Il y a également des scalaires d’isospin, comme le
méson 7, ’hypéron A, qui trouveront naturellement leur place dans la symétrie
SU(3).

Energie des niveaux (MeV)

]P 12B 12C 12N

2~ 1,6 0,47 1,65
o0 10 07
It 15,21 15,11 14,98

0+

12C

Figure 7.2 : Les niveaux du triplet nucléaire A=12.

Comme le groupe d’invariance est le méme que celui qui est apparu dans 1é-
tude de P'invariance par rotation : SU(2), les représentations (multiplets) sont
les mémes, et les coefficients de Clebsch-Gordan permettant de décomposer un
produit de représentations seront également identiques. Les conséquences expé-
rimentales se manifestent de deux manieres :

- existence de multiplets de dimension (2 + 1), I entier ou demi entier,
d’états ayant (presque) la méme énergie, c’est-a-dire la méme masse,
comme sur le tableau 7.1 et sur la figure 7.2. La dégénérescence prédite
par la symétrie est “presque” exacte, les écarts n’excédant pas quelques
MeV.

- Relations entre les amplitudes obtenues & I'aide de coefficients de Clebsch-
Gordan, comme pour le moment angulaire.

On donnera un exemple concernant la diffusion 7/V.

TNy > =|m,N:1,m,1/2,n> =Y |aN: [,K ><I,K[l,m,1/2,n >
1,K
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<IN TNy > = < 1,1,1/2,0|[1, K > T" < I,K|1,m,1/2,n >
I
C’est précisement la similarité des propriétés de certains isomeres nucléaires et
de leurs niveaux qui a conduit Heisenberg & deviner que les forces nucléaires
étaient invariantes pour des transformations unitaires dans ’espace (P, N).
Cette invariance reflete I'invariance de QC'D pour des transformations unitaires
dans l'espace (u,d).

2- LA SYMETRIE DE SAVEUR SU(3)p

2-1 Le groupe abstrait SU(3)p

La masse du quark s, avec myz; = 150 ~ 200 MeV est élevée par rapport a
celle des quarks (u,d). La symétrie de saveur du lagrangien de QCD est brisée
par les termes de masse, ce qui entraine une dispersion de celles-ci de ’ordre de
ms dans les multiplets de SU(3), soit d’environ 20% (les masses des multiplets
d’isospin ne différaient que de quelques pour cent). La symétrie SU(3)r conserve
cependant un excellent pouvoir prédictif pour :

- la classification des particules en multiplets,

- les relations entre diverses amplitudes de transition.

Quelques propriétés générales du groupe de matrices SU (3) p sont résumées dans
I’appendice B. Nous ne rappellerons ici que celles qui nous serons utiles.

-Les générateurs : on choisit par convention les 8 matrices de Gell-Mann
Ai/2 données dans Pappendice B. Elles ont une trace nulle, de maniére que
I’exponentiation fournisse des matrices de déterminant unité.
-L’exponentiation : toutes les matrices du groupe s’obtiennent par expo-
nentiation des 8 matrices de Gell-Mann X\; : V = exp(—i)_, a;\;/2) avec
Log(det(V)) =Tr(Log V) = 0.

-Les relations de commutation : [A,, \y] = 2 @ fopeAe OU les constantes de
structure fqp. (voir I’ appendice B) sont antisymétriques pour toute permuta-
tion d’indices et invariantes par permutation cyclique.

-Orthonormalité de la base : Les matrices \; de Gell-Mann vérifient une con-
dition d’orthonormalité définie & partir de la trace de leur produit : Tr{A\p} =
204p-

Les matrices A; engendrent le groupe de symétrie abstrait SU (3), mais n’agissent
pas sur les champs. Les opérateurs correspondants sont les charges définies dans
le chapitre 4 :

Fi(t) = / dr 01 (e, 1) S0, 1) (7.1.6)
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avec Fy(t) = F;(0) dans le cas d’une symétrie exacte.

2-2 Les représentations irréductibles de SU(3)

a- Les deux représentations fondamentales

Les représentations irréductibles de SU(3) sont construites par produit ten-
soriel des deux représentations fondamentales & trois dimensions [3] et [3], qui
ne sont pas équivalentes. Dans le cas de la symétrie de saveur SU(3)p, les états
de base sont pour la représentation [3] les états de quarks

le! > =lu> |e&2> =|d> |&8> =[s>

et pour la représentation [3]
e > =la> |e2> =|d> l|es> =[5>

En utilisant des notations analogues & celles de SU(2), les composantes d'un
état de quark
la> =q'le’ >
se transforment sous 'action de l'opérateur U = exp(—iaiF}) par la matrice
V = exp(—iagAr/2)
¢ = Vg
11

¢ = V¢

Les états de base eux mémes se transforment selon
U|€l > = Vj,’|€J >

Un état d’antiquark |¢ >= ), qr|ér > sera transformé par la matrice conjuguée
(Vij)*

7 = V'
G = (Viy)g
Ulei > = (Vji)'lej >

Le tenseur T} '" se transformera comme le produit de n composantes de

quarks et m composantes d’antiquarks :
ivig.in kyks...kn
(T’)ﬁ;z;m = ‘/ilkl‘/izkz""/inkn (‘/}111)*(‘/}212)*"'(‘/} lm)*z—‘ll%g.z..lm
L’ensemble des 3™*t" composantes du tenseur obtenu par simple produit des

composantes quarks et antiquarks ne forme pas une représentation irréductible.
On forme un sous-espace invariant plus petit par contraction avec les tenseurs
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invariants 5511 et €i,i,0 OU €1928 On montre (comme pour SU(2)), que les condi-
tions de symétrie et de trace nulle sont également suffisantes pour que le tenseur
soit irréductible. La représentation irréductible obtenue est de dimension

d(n,m) = %(n 1) (m+ D) +m+2)

Cette méthode aboutit a 'utilisation des tableaux d’Young, présentés dans la
plupart des ouvrages de théorie des groupes. Ceux-ci ont ’avantage de fournir
une approche systématique pour trouver les représentations contenues dans un
produit.

b- Isospin et hypercharge

Nous présenterons ici les multiplets les plus fréquemment rencontrés. Comp-
te tenu du caractere approché de cette symétrie, les masses ne sont pas toutes
égales a l'intérieur d’un multiplet. Ceci rappelle un peu la brisure de dégéné-
rescence des niveaux par effet Zeeman dans un champ magnétique : 1’égalité
des énergies n’est vérifiée qu’a champ nul, mais les niveaux magnétiques restent
voisins. Dans le cas de l'interaction forte, la brisure provient de la différence
de masse des quarks, et non d’'un champ externe. Le groupe SU(3) est de
rang 2, c’est-a-dire qu’il y a deux générateurs qui peuvent étre diagonalisés
simultanément, et on choisit I'isospin (T, T3) et ’hypercharge (Y) pour décrire
les états liés hadroniques. Dans I’espace des états, ces générateurs s’expriment
en fonction des champs de quarks et des générateurs du groupe )\;, comme on
I’a vu a 'occasion du théoreme de Noether.

T, = %/d W

Y:%/dr@[ﬁ)\gw Q:T3+%Y

Au lieu de I’hypercharge, on utilise aussi la notion d’étrangeté S : ¥ = B+ S
avec S = —1 pour le quark s, et S = 0 pour les quarks u et d. Les éléments
de matrice de T3 et Y pour un état hadronique donné sont déterminés par les
nombres quantiques du hadron et ne dépendent pas de sa structure interne. La
figure 7.3 montre les valeurs de T5 et Y assignées aux quarks et aux antiquarks.
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Figure 7.3 : Les triplets fondamentauzr des quarks [3] et des antiquarks [3].

¢- La brisure de SU(3)

La symétrie de saveur ne peut relier que des états de méme 4-impulsion,
donc de méme masse. Pour un courant conservé F;(t) = F;(0). L’invariance par
translation implique alors Fy = E;, puis py = p;. En effet :

< hp|Fi(0)|hy > = < hy | Fi(t) | hi > = B8t < by | F(0) | hy >

< hy(pp)|Fi(0)|hs(ps) > = (27)%6° (P — pi) < by | 1/1*(0)%1/}(0) | hi >

Les multiplets physiques sont en réalité constitués de particules de masses
différentes. On dit alors que SU(3) est brisée. A la limite de la symétrie
exacte, toute autre paire de générateurs commutant entre eux aurait convenu
pour la classification : nous n’aurions pas les moyens de distinguer les états pro-
pres correspondants (par interaction forte), de méme qu’en I’absence de champ
magnétique, tous les états quantiques de méme nombre magnétique sont indis-
cernables. C’est & cause de la maniére dont SU(3) est brisée que le choix de T3
et Y s’ impose :

- La charge @ est conservée par toutes les interactions. Les états liés seront
forcément propres de la charge, donc de T3 + Y/2.

- La brisure de SU(3) provient essentiellement de la masse du quark s, et
les états ayant la meéme étrangeté dans un multiplet ont des masses tres
voisines, la symétrie SU(2) étant presque exacte. Les multiplets d’isospin
apparaissent alors de maniére évidente dans le plan (S,T3) équivalent a
(Y, T3), qui est ainsi bien adapté a la représentation des hadrons. Gell-
Mann a poussé plus loin cette remarque en proposant que la brisure de
SU(3) dans les masses est due & une interaction qui se transforme comme
un octet de SU(3), tel 1) Age), et c’est bien le cas dans QCD.
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2-3 Les multiplets usuels de SU(3)y

a- Les mésons

les mésons sont constitués d’une paire g1 @ (il vaudrait mieux parler de pseudo

quarks, on dit aussi quarks-constituants). Le produit tensoriel de [3] et [3], qui
a 9 dimensions contient un singlet et un octet :

Les mésons pseudoscalaire (J© = 07) et vectoriels (JF = 17) se classent
effectivement dans deux octets représentés sur la figure 7.4, complétés par
deux particules isolées dans deux singlets. Y ¢*@; est un singlet, et le tenseur
MJZ = qi(jj — % k(qkq_k) a bien 8 composantes indépendantes dans la base
cartésienne | €' > @ | &; >. L’état de composantes M; pourra étre noté [M >.
Il peut se réexprimer dans la base des mésons pseudoscalaires ou vectoriels par
identification des nombres quantiques (voir exercices 6 et 7). En toute rigueur,
les états propres d’isospin 71 et K° sont construits (conformément & (7.1.3))
avec —d et non pas d, et c’est —1 et —K° qui devraient figurer dans la matrice

M J‘ Nous suivouns ici la coutume.

0

m_ /. + +
' ﬁ-i- 75 071' K
[ — - _ T /N 0
MJ = T \/Ej_ 75 K
K~ KO -2

V6

Par convention, l'indice 7 des quarks est celui des lignes. On a ainsi une
représentation matricielle de 'octet. Comme les 8 matrices A, forment une
base complete des matrices hermitiennes de trace nulle, les 8 composantes
indépendantes m, sont trouvées par projection en prenant la trace du produit
par A (rappelons que Tr{As\p} = 204p) :

8
M= Y m = @@ - 314" (0) (7.2.1)

m, = %TT{M)\Q} = %(j)\aq (7.2.2)

q est le vecteur des composantes ¢° sur |u >,|d >,|s >, et g les composantes
gj- Les composantes m, d'un état de ’octet sont les projections sur la base
cartésienne
la >
M, > = (Ju>,|d>,|s >)—= | |d>

V2 \ s>
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On a tenu compte dans ces expressions de la normalisation des matrices A,.
Les composantes m, se transforment conformément a l’expression (7.2.1) par
SU(3):

M =vMVi (7.2.3)

La loi de transformation des composantes m, s’en déduit
1
my, = iTr{V)\bVT)\a}mb (7.2.4)
Le produit scalaire de deux états de matrices M; et M est

1
< My|My > = §TT{M1TM2} = (ml)'m]

a

et I'unitarité de V assure son invariance.

b) Y A
K0 +1 Kt

K -1 Ko K= -1 g0

Figure 7.4 : a) L’octet des mésons pseudoscalaires. b) L’octet des mésons vectoriels.

b- Les baryons

Les baryons peuvent étre considérés comme formés de 3 quarks quant a leur
classification dans SU(3). Dans ce cas simple, les représentations irréductibles
contenues dans le produit [3] ® [3] des deux premiers quarks se trouvent simple-
ment : la combinaison Dy = €;;,4¢! g5 appartient manifestement & [3], alors que
le tenseur symétrique est un [6], si bien que [3]®[3] = [3]+[6] (le seul tenseur qui
fournisse un scalaire par contraction avec un [3] est un [3]). Il reste & multiplier
par le troisitme quark. On a déja vu que [3] ® [3] = [1] + [8]. L’octet de la
figure 7.5a s’obtient par exemple dans la décomposition [6] ® [3] = [10] + [8] par
la combinaison de composantes B} = €5 (qiqs + qiqi)gs. Le décuplet se décrit
par un tenseur completement symétrique & trois indices :

g 1 o
T = 7 (Zqiq%)
P
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ol la somme sur les permutations P implique une symétrisation par rapport au
numéro d’ordre des trois quarks, donc par rapport aux indices i, j, k.

Y A
AP A ATY

Figure 7.5 : a) L’octet des baryons J¥ = (1/2)T. b) le décuplet JP = (3/2)7.

Le nombre de composantes indépendantes est alors C’;“ = 10 pour un nom-
bre de quarks n = 3 (le nombre de partitions en trois parties d’une collection
de n points). La symétrisation des composantes de saveur pour un décuplet
JE = (3/2)" est compatible avec le principe de Pauli. La fonction d’onde de
spin des trois quarks est completement symétrique dans 1’état (3/2)7, et les com-
posantes de couleur sont antisymétrisées pour obtenir un singlet eapcqi'q ¢S
On note en particulier existence du AT = |uuu >, et du Q = |sss > com-
posés de trois quarks identiques. La figure 7.5b décrit le décuplet (J¥ = 3/2%)
des baryons. L’étalement régulier de la masse des multiplets d’isospin reflete
directement le nombre de quarks s contenus, comme le montre ’exercice 17.
Comme précédemment, ’octet des baryons peut se représenter sous une forme
matricielle :

»° A +
itvw P
i __ — p)) A
B =0 —24
V6

La loi de transformation de B;'- est la méme que celle de M ]’ Les composantes de
saveur doivent étre combinées aux composantes de spin pour obtenir des fonc-
tions d’ondes symétriques. L’octet peut en effet étre symétrique ([8]s) ou anti-
symétrique ([8] 4) par rapport aux deux premiers quarks, et il en va de méme des
composantes de spin lorsque J¥ = (1/2)*. La construction de la fonction d’onde
complete des baryons dans ce cadre est proposée a l'exercice 18. Ce sont ces
indications manifestes en faveur d’une fonction d’onde spin-saveur symétrique
pour des fermions identiques qui ont donné naissance aux premiers soupgons
concernant le nouveau nombre quantique de couleur, ou “charge hadronique”
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spécifique des interactions fortes. L’antisymétrisation propre aux fermions est
assurée par les coordonnées de couleur qui doivent étre combinées en un singlet
completement antisymétrique. Le modele des quarks, associé a I’antisymétrie de
couleur, rend compte de Pexistence d’un octet (1/2) et d’un décuplet (3/2)"
pour les baryons. Bien entendu, 'amplitude relative des composantes [8]s et
[8] 4 est arbitraire en l’absence d’informations dynamiques supplémentaires.

c- Quelques baryons de saveurs lourdes

La structure en multiplets de SU(3) subsiste pour les baryons de saveur
lourde, mais la symétrie SU(4) n’a aucun intérét compte tenu de la masse du
quark charmé (1.5 GeV).

- Le singlet Ac(udc) : My, = 2284.9 MeV
- Le triplet X, : X9 (ddc) Yt (ude) Y (uuc); Ms, = 2452.6 MeV
- Le doublet 2. : EF (usc) 29 (dsc); M=z, = 2473 MeV

- Le singlet Q. : Le baryon QY (ssc) n’a pas encore été trouvé.

3- LES OPERATEURS TENSORIELS DE SU(3)

3-1 L’octet des courants de SU(3)

Les deux derniers paragraphes de ce chapitre, un peu techniques, ont pour
but de préparer le formalisme nécessaire pour les formules de masse, les moments
magnétiques, et les facteurs de forme des baryons.

a- La transformation des courants

Les courants J = 1y*(\;/2)¢ interviennent dans les transitions électro-
faibles qui seront discutées au chapitre 11. L’indice u est un indice de Lorentz,
I’indice k est associé a 'une des 8 matrices de Gell-Mann, et les champs 1 ont 3
composantes de saveur et 4 composantes de Dirac. Les composantes de Dirac
ne jouant aucun role dans ce qui suit, nous substituerons & ¢ la notation ' :
()t = (@f, 91, ¢1). Les 3 champs 1; se transforment selon les lois données au
chapitre 5 :

UplU~" = Viig]

U™ = Vi
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et sous une forme matricielle
Uyt =9tv UpU=" =Vt

On formera une matrice de courants
1
J = zk: Jpde = Pyl — §(¢T¢)1
dont la loi de transformation par SU(3) est, compte tenu de 'unitarité de V'
1

J'=Vigyty — g(gzﬁvfw,z;) =vigv (7.3.2)

La composante J}, s’obtient en projetant sur Ay :
;1 bt
Jp, = 5T7‘{V YTV AL}

et en substituant & la matrice ¢! son expression a I’aide des courants T\ :

1 A
Ji=3 Ztr{VT)\lV)\k}@ZJTéiﬁ
l

1
Ji=3 S Tr{VINV AL, (7.3.3)
l

(J}, est également égal au transformé 1TV A, VT de Ji). La matrice des courants
se transforme par la matrice inverse de celle des composantes de l'octet (7.2.3)
définies par ’équation (7.2.2). On dit que les 8 opérateurs Ji, qui se transfor-
ment comme 8 vecteurs de base | e, > de 'octet, forment un octet d’opérateurs
tensoriels irréductibles. Le produit scalaire < ey, | J; | 0 > est invariant, et nous
I’'utiliserons dans les exercices de ce chapitre et au chapitre 11.

3-2 Définition des opérateurs tensoriels irréductibles

Dans une représentation irréductible quelconque (¢) de dimension N de
SU(3) soient | ¢,k > les états de base, avec k = 1,2....N. Ces états se transfor-
ment selon

Ulgk> =Y |gl><qlle™ | qk>=> |q1>Df (u) (7.34)
l l

et pour les composantes d’un état |h >

‘= <q,k|U|h> =D (u)h (7.3.5)
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La matrice u = exp(—ia;A;/2) est ici 'élément de SU(3) qui définit la transfor-
mation choisie. Les générateurs F" sont dans cette base les matrices

< ql|Filqg, k> = (Fy)w

On dira que les opérateurs Of forment une famille d’opérateurs tensoriels ir-
réductibles s'’ils se transforment (compte tenu de la loi de transformation des

champs) selon
UOJU™" = D}, (u)Of (7.3.6)

c’est-a-dire comme les états. Cette loi est choisie de maniere a garantir 'inva-
riance du produit Y, h;O{. Pour une transformation infinitésimale

U=1-ia;-F', ona

[F,0]1="Y" OiF}, (7.3.7)
k

3-3 Le cas particulier de ’octet

Les lois de transformations établies pour 'octet au paragraphe 3 permettent
de trouver simplement I’expression des matrices D pour I'opérateur U = e~ ",
Soient |8, k > les états de la base cartésienne et m, la projection sur l’état |8, a >
de I’état associé a la matrice M.

1
m!, = <8,alUM > = 5Tr{VAbVTAa} < 8,b|M >
En identifiant & I’équation (7.3.5) :
VN
Diy(e™"*N?) = STr{VAVIA}

Il est intéressant d’appliquer cette relation a une transformation infinitésimale
U=1—-iq-F

1
< 87b|F2|87a > = _ZTT{)\i[)\ba)‘a]} = _ifiba

Les éléments de matrice des générateurs de la représentation [8] de SU(3) sont
les constantes de structure du groupe multipliées par un facteur —i.

La relation générale (7.3.6), appliquée a 'octet des courants prend alors la forme
(Fi, k] = ifi i

On donnera quelques exemples souvent rencontrés :



Les symétries de saveur SU(2) et SU(3) 161

- Les 8 matrices A forment un octet d’opérateurs dans la base a 3 dimen-

sions des saveurs | ¢; >. Les générateurs F; y sont représentés par les
Ai/2.

- Les 8 générateurs du groupe forment un octet. Soit M la matrice repré-
sentant I’état |M > de l'octet :

FYUM >=|[\i/2, M] > (7.3.8)
(la démonstration est laissée en exercice)

- On peut construire un autre octet d’opérateurs & partir des matrices Dy,
que nous définirons tout d’abord dans 'octet.

L’anticommutateur de deux matrices A;, étant hermitien, peut se décomposer
sur la base (1, \;).

Ai A A 1

517 TJ =diju + §5ij (7.3.9)

L’action de lopérateur D; sur un état de l'octet sera par définition :

TT{M)\,} >

)\,
DM > = {5, M} - 1-5

Le terme proportionnel a la matrice unité élimine la trace provenant de I’anti-
commutateur. On vérifie que

2
Di = §diijij
ce qui permet d’étendre la définition a toutes les représentations. Il est montré
dans ’exercice 14 que

[Fi, Dj] =ifijr Dy (7.3.10)

c’est-a-dire que les 8 matrices Dy, forment un octet d’opérateurs.

3-4 Le théoréeme de Wigner-Eckart

a- L’énoncé du théoréme

C’est principalement ’existence du théoreme de Wigner-Eckart, et la pos-
sibilité de former des invariants qui donne son intérét & la notion d’opérateur
tensoriel irréductible. Ce théoréme utilise la loi de groupe pour relier entre eux
les éléments de matrice d’une famille d’opérateurs < gok» | Of | g1k1 > . Sion
applique une transformation U aux champs (ou aux états)

< q2k2 | O? | q1k1 > =< Qka | UﬁlUOgUilU | q1k1 >
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En utilisant les lois de transformation des états et des opérateurs tensoriels

< g2k | Olq | by > = Z (D?;k2(u))*D?11kl(U)D?nz(u))

l2m2m

<@l | OF, | uly > (7.3.11)

Le membre de droite contient le produit des représentations [q] et [g1] . Le ré-
sultat n’est indépendant de u que si ce produit contient la représentation [g] de
maniere & former un scalaire. En intégrant sur la mesure invariante du groupe,
et en tirant partie de 'orthonormalité des matrices D pour cette mesure :

S <@l | O] lail > [[du (Df, (u)* (D (w)* DYy, (u)]
= <@k | O | qik1 >

qui est de la forme

< ko | OL | k1 > = ZC(QZ,kzaa lg, g1, k1) <g || OL || ¢ > (7.3.12)

ou 'indice a identifie les différentes représentations de dimension (g). L’équation
(7.3.12) résume le théoreme de Wigner-Eckart

- Les éléments de matrice d’une famille d’opérateurs tensoriels vérifient des
regles de sélection assurant que les coefficients de Clebsch-Gordan ne sont
pas tous nuls dans (7.3.12). Ces coefficients ne dépendent que du groupe,
et pas de 'octet d’opérateurs considéré.

- Il y aura autant de constantes arbitraires < ¢2||0%||¢1 > que de facons de
former la représentation [¢] & partir du produit tensoriel de [g;1] par [ga].
Ces éléments de matrice réduits contiennent l'information physique, et
dépendent de 'opérateur et de la structure physique des états impliqués.

b- Application a l'octet des baryons

On décrit les éléments de loctet par leur 8 composantes by = < 8k | B >,
et on leur associe la matrice B = ) biA;. Dans cette notation, comme on ’a
vu B = Zk bk)\k et

1
< By|By > = §Tr{B;fB1}

D’apres le théoreme de Wigner-Eckart, les éléments de matrice < By | OF |
B; > vont faire intervenir 2 constantes arbitraires, puisque 8 ® 8 contient deux
représentations octet, les représentations symétrique et antisymétrique. Comme
on connait les éléments de matrice de deux opérateurs octets particuliers (F;
et D;), on va pouvoir éliminer les coefficients de Clebsch-Gordan au profit de
ceux-ci

1
< Bo|Fi|By > = STr(B[A\, B1))
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1
< By|Di|By > = §Tr(B;f{)\k,B1})

Les expression {\;, B} désignent les anticommutateurs.

(Le terme proportionnel & la matrice unité ne contribue pas, Bs ayant une trace
nulle).
< B|0%|By, >=F < By|F}|By > +D < By|Dy|By >

1 1
= —FETr([B;, Bi\i) + D§Tr({B;', Bi}\) (7.3.13)
On peut obtenir (7.3.13) de maniére plus directe : les expressions < Bs|O%|B; >
sont invariantes dans les transformations SU(3). La seule maniere d’avoir un
scalaire est de contracter O avec les composantes d’un octet, et les deux seuls
octets pouvant étre formés avec les composantes de By et B; sont B;Bl et

B B; On trouve les composantes cartésiennes par projection sur Ag.

Les résultats des paragraphes 3.1 & 3.4 trouvent des applications dans les inter-
actions fortes (couplage de 'octet des mésons scalaires ou vecteurs aux baryons),
dans les interactions électromagnétiques (moments magnétiques des hypérons),
et dans la désintégration faible des hypérons, traitée au chapitre 11. Le couplage
du champ électromagnétique A* & un baryon représenté par la matrice B est
donné par < B | y*Q¢ | B> A,, ot @ est la matrice diagonale

2.0 0
Q=10 F o
o o0 F

L’ensemble des charges et des moments magnétiques de ’octet, dans le cadre
de la symétrie SU(3) sont obtenus par une expression analogue a (7.3.13), en
identifiant la valeur de Fg et D¢ al’aide de la charge des nucléons, et Fy,, et D,
a l’aide de leur moment magnétique comme dans l’exercice 16. Les résultats ne
sont que qualitativement corrects, la masse du quark s, qui intervient directe-
ment, étant sensiblement différente de celle des quarks u et d.

4- I’INVARIANCE DES AMPLITUDES de TRANSITION

L’expression générale des lois d’invariance énoncée au chapitre 5 s’applique.
Une amplitude de transition invariante par SU(3) vérifiera :

< hsha|T|hihs > = < U(u)hs, Uw)ha|T)U (w)ha, U(u)hs > YU (u)

Si nous savons a quelle représentation irréductible appartient chacun des états
hadroniques, la matrice de transformation U(u) appropriée est connue. Comme
dans le cas des rotations, cette contrainte s’exprime a 1’aide des représentations
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irréductibles contenues dans les produits tensoriels |h; > ®|hs > d’une part, et
et |hs > ®|hy > de Vautre. Outre les décompositions déja vues, il suffira en
général d’utiliser :

[8] ® [8] = [1] + [8] + [8] + [10] + [10] + [27]

C’est ainsi que la désintégration du décuplet en baryon et méson ne dépend que
d’une seule constante ; la représentation [10] n’est contenue qu’une fois dans
[8] ®8]. Cette seule constante arbitraire décrit ainsi 30 désintégrations. L’amp-
litude de chaque canal s’obtient & 1’aide des coefficients de Clebsch-Gordan de
SU(3), ou par la méthode tensorielle de 'exercice 9. L’accord constaté entre
les relations prédites par SU(3) et les données est excellent, et les relations
attendues entre les amplitudes sont bien vérifiées malgré la brisure de la symétrie
SU(3) : Un théoreme d’Ademollo et Gatto montre que la violation dans les
amplitudes est du deuxiéme ordre par rapport aux parametres de brisure.

EXERCICES

[1] Ecrire la condition d’invariance par SU(2) et SU(3) des amplitudes sui-
vantes :
s+c—s+c
7~ 4+ D — 7 4+ D (D = deutérium)
T p— ™n
T~ p — K*A
K—p— Kn
[2] Le D** est un état (cd) avec J¥ = 17. Quel est l'isospin du D* ?

[3] Le D* peut se désintégrer en D’z ou D*n~. Donner le rappport des
deux taux de désintégration a l’aide des coefficients de Clebsch.

[4] Exprimer 'amplitude 7tp — 7T p en fonction des amplitudes 7=p — 7%
et mn = 7 n.

[5] Ecrire les fonctions d’onde de saveur de A et X9 & 'aide des expressions
tensorielles de SU(3). On devra annuler la trace des deux expressions :
SF = eu(qiah + a¥qd)q) et AF = €1qiqiqh. Pour le A, on choisira la
partie antisymétrique en ud, et on trouvera pour [8]4 usd + sdu — sud —
dsu — 2dus + 2uds, et pour [8]s (sud + usd — sdu — dsu). Pour le T,
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on choisit la partie symétrique en ud et on obtient les deux contributions
2% = sdu + sud + usd + dsu — 2uds — 2dus, % = sud + sdu — usd — dsu.

[6] On forme le tenseur Tji tel que Tr(TJ?) =0

1 B
Tf=dq'a; - 50, > (d"a)

k
Démontrer la relation (utilisée dans le chapitre 8)

Ti = 53 @A) )

avec Tr{Aa, Ao} = 204p.

[7] Comment se transforme 7' dans une transformation infinitésimale
U=1+1i€e,A"

[8] Montrer en utilisant 'unitarité et l'invariance cyclique de la trace que
Tr{TyT>} est un invariant de SU(3). En déduire, a 'aide de transforma-
tions infinitésimales, 'antisymétrie des constantes de structure par rapport
a deux des indices.

[9] Le décuplet est décrit par un tenseur T%* symétrique. Il y a une seule
maniére de construire un décuplet & partir des matrices B} et M} repré-
sentant 'octet des baryons et des mésons. Donner la formule et calculer
toutes les amplitudes (il faut utiliser le tenseur antisymétrique €;;y).

[10] A quel multiplet de SU(3) appartiennent les baryons charmés 7 S’il existe
des baryons avec deux quarks charmés, a quelle représentation de SU(3)
appartiendront-ils 7

[11] Construire 'octet des baryons (1/2)* & partir de 3 quarks. Il y a deux
tenseurs possibles : les combiner & la fonction de spin appropiée.

[12] Montrer que les matrices F; définies par (F;)jr = fiji, ou les fijp sont
les constantes de structure du groupe vérifient la relation de commutation
[Fi, Fj] = ifiji F) en utilisant l'identité de Jacobi.

[13] Démontrer la relation (7.3.8) qui exprime l'action du générateur F; sur
létat M.

[14] Montrer que les opérateurs D; = 2/3d;;iFjFy, forment un octet. On
pourra utiliser I’équations (7.3.6), en prenant la trace du commutateur
avec \; du membre de gauche pour obtenir une relation utile entre les
coefficients f;jr et d;jr. Cette relation permet d’établir (7.3.7) & Paide des
relations de commutation des opérateurs Fj.
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[15] Trouver les relations entre les masses d’un octet en supposant que 'opé-
rateur octet qui est & l'origine de la brisure est Of = ¥ Age).

[16] Trouver les relations entre les moments magnétiques de l'octet des hypé-
rons a ’aide de la matrice de charge @) des trois quarks :

2.0 0
Q=10 3 o0
0o 0

3

On supposera que les moments magnétiques sont proportionnels aux élé-
ments de matrice de I'opérateur ¥Q et que les constantes F' et D doivent
étre choisies de maniere a reproduire p, et u,. Montrer que I'on trouve
les valeurs suivantes : p, = —F + D/3, u, = —2D/3, up = —D/6,
pus+ =—F+D/3, pys- =F +D/3, py=- = F 4+ D/3, uzo = —2D/3.

[17] Comparez les valeurs de moment magnétique trouvées a l’exercice précé-
dent avec les valeurs réelles exprimées en magnétons nucléaires:
2,79 (p),-1,91 (n),0,61 (A), 2,42 (X71), -1,16(X7), -1,23 (£°), -0,65(Z7), -
2,02(2), -1,61(XA). L’accord est meilleur dans le cadre du modele des
quarks ol le moment magnétique us est laissé libre : on completera
les fonctions de saveur trouvées a ’exercice 5 par des fonctions de spin
agencées de maniere a avoir une fonction d’onde spin-saveur symétrique.
Montrer qu’en partant de AF (exercice 5), on obtient pour le nucléon :

| p+ > = 2u+d_u+ + 2U+U+d_ + 2d_u+u+ —U_ (d+u+ + U+d+)
—d+(u+u_ + U_U+) — U+(d+u_ + U_d+)

On prendra I’élément de matrice de I'opérateur moment magnétique en
supposant 1, = gs et en ajoutant de maniére cohérente les contributions
d’une composante, et de maniere incohérente les différentes composantes.

Montrer que p, = 1/3(4pty — pha) €t pn, = 1/3(41tg — piu)-

[18] Etablir les autres relations : pp = ps, ps+ = 1/3(4dpy — ps), ps- =
1/3(4pa — ps), pzo = 1/3(4ps — pu), p=— = 1/3(4ps — pa)



